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1. [2:1] Man har gjort en undersdkning bland 7 foretag och observerat deras omséttning och
antal dataintrang de haft under ett ars tid och darvid fatt resultaten:

Omsidttning (MSEK) |10 10 38 7 26 18 33
Antal intrang| 7 10 29 9 18 14 28

(a) [2:1] Berdkna medianen av variabeln Omsdttning. (2p)

(b) [2:1] Berédkna intercept och regressionskoefficient for den linjara modellen med
Omstdttning som koviariat och Antal intrang som respons. (3p)

(c) [2:3] Betrakta det storre materialet

Omsdttning (MSEK)‘lO 10 38 7 26 18 33 19 5 17 18 9 23 37 6
Antal mtrdng‘ 7 10 29 9 18 14 28 13 3 13 11 5 18 29 5

Gor intervallindelningen [0, 8), [8,16), [16, 24) och [24, 32) {6r variabeln Antal intrang.
Avgor sedan med ett hypotestest pa 5% signifikansniva om Antal intrang kan bevisas
ej likformigt fordelat. (4p)

2. [2:1] Antag att andelen som fuskar (oavsett &mne) pa tentorna vid ett laroséte ar 1.8%,
att andelen tentor i matematik dr 7% och att andelen fuskare bland de som skriver
matematiktenta ar 3.1%. Vad ar den betingade sannolikheten att en student skrivit en
matematiktenta om man far veta att denne student fuskat pa tentan? (3p)

3. [2:2] Antag att man arresterat n st misstdnkta dir varje misstankt ar skyldig med san-
nolikhet 0.2. Vad ar da sannolikheten

(a) [2:2] att hogst 3 &r skyldiga om n = 137 (3p)
(b) [2:2] approximativt att hogst 33 &r skyldiga om n = 1337 (3p)

4. Berdkna P(X < 3) om
(a) [2:2] X € N(2.1, 1.2) (dvs V(X) = 1.2). (2p)
(b) [2:2] X = el dir Z € Poi(2). (3p)



5. Vid steganografi ar kapaciteten en viktig egenskap. Kapaciteten ar andelen utrymme som
kan anvandas for att gomma ett meddelande i forhallande till bararobjektets storlek. For
5 slumpmassigt valda steganograferade objekt har man observerat storlek av bararobjekt
och hur stor mojlighet som finns i dessa béarare och funnit foljande:

Utrymme for gomning (kB) Bdarare (kB)

291 373
205 290
292 365
494 701
299 408
3008 3922
370 485
90 129
230 330
423 959
221 300
215 328
37 49
109 141
128 167
502 705
199 277
58 73
1039 1440
236 692

(a) [2:3] Bilda ett 95% konfidensintervall for Utrymme fér gémning baserat pa de 5
forsta observationerna av denna variabel. Svara med 1 decimals noggrannhet. (3p)

(b) [2:3] Vad blir p-véardet vid ett hypotestest, baserat pa samtliga observationer, av om
kapaciteten ar storre an 50%?7 (4p)

LYCKA TILL!
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Matematik

Definition 1 MANGDBETECKNINGAR

& Tomma mangden ) Hela utfallsrummet
U Unionen N Snittet
¢ Komplementet |A| Antalet element i A

Sats 1 ~ ADDITIONSSATSEN
Fér alla mdangder A och B gdller att |AU B| = |A|+ |B|—|ANB.

Sats 2 DE MORGANS LAGAR
For alla mdingder A och B gdller att (AU B)° = AN BY och (AN B)Y = A° U BC.

Sats 3 ~EXPONENTLAGARNA
att¢ = aba¢, b = (a’)°=(a?)’, =1, a'=a, al'=1 och d'/?=/a

Sats 4 LOGARITMLAGARNA For allaa > 0,0>0,c >0 och d e R galler
log, (bc) = log, b+log, ¢, log,(b°) = clog, b, log,a =1, log, 1 =0, log, 2 = log, b—log, c.

Sats 5 KVADRERINGSREGLERNA
(a+b)? = a*>+2ab+b*, (a—0b)? = a*>—2ab+0*> och (a+0b)(a—>b)=a*>—01"

Sats 6 ANDRAGRADSEKVATIONER
Oma*+pr+q = 0sdadre = -5+ %2—(1.

Sats 7 FAKTORSATSEN
Varje polynom p(x) = ag + ez + asx® + ...+ ap_12" ' + 2, av grad n har n nollstillen
T1,%2, ..., T, och kan faktoriseras mha dessa enligt p(z) = (x — x1)(x — x2) -+ - (x — ).

Sats 8 SAMBANDET MELLAN KOEFFICIENTER OCH RATIONELLA RéTTER
Om ekvationen
ap+a1x+ a4+ ... +az" =0

har en rationell rot x = p/q sa maste ag vara mulitpel av p och a, vara mulitipel av q.



Algoritm 1  DIVISIONSALGORITMEN
For alla heltal a och b # 0 finns det heltal k och r sadana att 0 <r <|b| — 1 och

$ el
b 3

dar talet k kallas kvot och talet r kallas (principal) rest.

Definition 2
Ett primtal dr ett heltal som inte dar jamnt delbart med nagot annat heltal andra dn 1 och sig
sjalvt.

Algoritm 2 ERATOSTHENES SALL

Antag att man wvill generera alla primtal < n.

1. Gor en lista 6ver alla heltal from 2 tom n.

2. Ringa in det forsta icke strukna eller inringade talet.

3. Stryk alla multipler av det senast inringade talet fran resten av listan.
4. Om inte alla tal < /n dar inringade eller strukna, ga tillbaks till steg 2.
5

. Da alla tal som dr < \/n behandlats ar de icke strukna talen primtalen.

Definition 3
Den storsta gemensamma delaren, ged(a,b), for tva heltal, a och b, dr produkten av alla
primtalsfaktorer som dr gemensamma i a och b.

Definition 4
Heltalen a och b kallas relativt prima om ged(a, b) = 1.

Algoritm 3 EUKLIDES ALGORITM
Fér att bestamma ged(a,b), ddr a > b, bestim ry,ry,r3, ... sa att

a = b+r; dir0<r <|b—1
b = cori+ry dir0<ros<ri—1

och fortsattningsvis

( TN = C3ry+ T3 dar 0 <rs <ry—1
Tg = C4r3+ Ty dar0<ry <rz3—1
Theg = Cplp_1+1, dar0<r, <r,;—1
[ The1 = G +0 (dar alltsa rpq = 0)

Den forsta resten r; som ar =0 (dvs 1,41 @ forklaringen ovan) kallas den forsta forsvinnande
resten, den senaste resten innan den (r, i forklaringen ovan) kallas den sista icke-forsvin-
nande resten. Och det dr den sista icke-forsvinnande resten som dar ged(a,b).



Definition 5
Lat a och b vara heltal. Det minsta tal, ¢, sadant att a = be eller b = ac kallas minsta gemen-
samma multipel foér a och b och betecknas lem(a, b).

ab

Sats 9 1 b) = ————
ats 9 lem(a, b) zcd(a. D)

for alla heltal a och b.

Algoritm 4 LOSNING AV DIOFANTISK EKVATION
For att losa den diofantiska ekvationen ax + by = ¢

1. berdkna d = ged(a,b) mha FEuklides algoritm.

2. Om inte ¢ dr en multipel av d sa saknar ekvationen heltalslosningar.

3. Om c ar en multipel av d, lat k = 5.

4. Los hjalpekvationen ax + by = d mha Euklides algoritm baklinges = (xo, o).
5. Allmdn losning till den fullstindiga ax + by = ¢ dr da {(kxo + bn, kyo — an),n € Z}.

Sats 10 RESTRAKNING
Oma=r ochb=s(modc), sadra+b=r+s (modc).
Om a=r ochb=s (modc), sadrab=rs (mod:c).

Oma=r (modc), sddra®=r"(mod c).

Definition 6 Den diskreta (multiplikativa) inversen till z mod n dr ett tal b som satis-
fierar ab =1 (mod n).

Definition 7 Den diskreta a-logaritmen till x mod n dar ett tal b som satisfierar
a® = b (mod n).

Algoritm 5 FERMATS FAKTORISERINGSMETOD

Antag att man vill faktorisera det udda talet N, dvs man vill hitta heltal, p och q, sadana att
N = pq. Da kan man gora enligt foljande procedur. Om talet man vill faktorisera dar ett jamnt
tal, bryt ut faktorn 2 och fortstt tills ett udda tal, N, erhalls.

1. Lat (initialt) x = 1+ [V/N]
2. Berdkna x> — N.

3. Om z*> — N dr en jimn kvadrat (dvs om /22 — N dr ett heltal), lit p = 2 ++x2 — N och
q::c—\/m och ga till 6.

4. Omaz— 22— N <2, litp= N och q=1 och g till 6.

5. Addera 1 till x och ga till 2.

6. Klart!

Om faktoriseringen blir p = N och ¢ = 1 (sasom det kan i steg 4. ovan) sa dar talet N ett
primtal.



Definition 8
Eulers ¢-funktion, ¢(n), dr antalet positiva heltal < n som dr relativt prima med n.

Sats 11  EULERS SATS
Om a och n Gr relativt prima sd dr a®™ =1 (mod n).

Sats 12 EULERS PRODUKTREGEL

sz (p; — 1) dirn = plflpgz - plmGr primtalsfaktoriseringen av n.

Sats 13 SUMMERINGSREGLER

n

Zabk = aZbk Z(ak—I—bk) = Zak + Zbk
k=1 k=1

k=1 k=1
n n n m—1
Za = (n—m+1)a Zak = Zak — Zak
k=m k=m k=1 k=1

Sats 14 SPECIELLA REGLER

ntl _ 1 n

Zk: = n2+ b Z k= GJCLT oma # 1 Z(ak—ak_l) = a,—ay

k=1

Definition 9
En funktion kallas inversen till funktionen f och betecknas f~ om f~'(f(x)) = x for alla
som f ar definierad for.

Sats 15 DERIVERINGSREGLER
Om f och g dar funktioner av variabeln x och a en konstant sa galler

fr9 =2+

e S I N

Sats 16 Om f dr en deriverbar funktion sa gdller att
%(m) < 0 om och endast om f dar avtagande genom zx,
%(l‘) > 0 om och endast om f dr vdzande genom x.



Sats 17 BINOMIALKOEFFICIENTER
Antalet sdtt att valja k element bland n mdjliga (utan aterliggning och utan
hénsyn till ordningen) dr

Sats 18 BINOMIALSATSEN
For alla reella tal a och b och positiva heltal n ar

(a+0b)" = Xn: <Z> a"p"F

k=0

Matematisk statistik

Definition 10 SANNOLIKHET

Sannolikheten for en handelse A dr ett tal, betecknat P(A), som uppfyller villkoren:
1.0<PA)<1

2. P(Q) =1

3. Om A, B disjunkta, sa dér P(AU B) = P(A) + P(B)

Sats 19 KOMPLEMENTSATSEN Defintion 12 BETINGAD SANNOLIKHET
P(A%) =1— P(A) Den betingade sannolikheten av A givet B
P(ANB
ir PAB) = ZAOB) e pBy >0,
Sats 20 ADDITIONSSATSEN P(B)

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Definition 13

En slumpvariabel, X, dr en (vanligtvis numerisk) generalisering av ett experiment. Mha
slumpuvariabeln kan olika handelser formuleras som att X har vissa varden. En slumpuvariabels
utfallsrum, Qx, ar mangden av de vdarden som slumpuvariabeln kan anta.

Definition 14
A och B dr oberoende hdindelser om P(AN B) = P(A)P(B).

Tva slumpvariabler, X och Y med wutfallsrum $Qx resp. y, dr oberoende om
P(X S Mx,Y S My) = P(X S MX)P(Y S My) fOT' alla MX Q QX och My g Qy.

Sats 21 BINOMIALFORDELNING
Om X =Y1+Yo+...+Y, dir PYy=1)=p och P(Y,=0)=1—p foralla k =1,2,...n
och variablerna Y1,Ys, ..., Y, dr oberoende av varandra, sa dr X € Bin(n,p) (dvs X dr

binomialférdelad med n och p) vilket innebdr att dess sannolikhetsfunktion dr P(X = k) =
()1 = p)"* dir k € {0,1,...,n} = Qx, E(X) =np och V(X) = np(1 — p).



Sats 22 POISSONFORDELNING

Om X dr Poissonfordelad med intensitet \ betecknas detta X € Poi(\) och innebdr att P(X =
z) = e dir v € {0,1,2,...} = Qx, E(X) = X och V(X) = \. Dessutom giller att
X € Poi(Ax) LY € Poi(Ay) = X +Y € Poi(Ax + \y).

Sats 23 NORMALFORDELNING
Denna betecknas N(u,c?) dir p dr vintevirde och o* ar varians. Om X € N(0,1) kallas
X standard normalférdelad, och dess fordelningsfunktion dr ®(xz) = P(X < x) for alla
r€R=0Qx. Om X € N(p,0?) sd ar P(X <z) = ® (=) for alla x € R = Q.

Symmetri: ®(—z) = 1 — ®(x) for alla x € R.
Sannolikheter: P(a < X <0b) = @ (bjT“) — o (=t

)f(')'ralla<b€R.

Definition 15 Viantevirdet av en slumpvariabel X betecknas E(X) och dr tyngdpunkten i
sannolikhetsfunktionen respektive tathetsfunktionen for x. Linjaritet: E(aX +bY) = aE(X) +
bE(Y). Variansen av en slumpuariablel X betecknas V(X) och definieras V(X) = E((X —
E(X))?). Rdkneregel: V(X) = E(X?) — E(X)?. For diskreta variabler X dar E(g(X)) =
e, 9(@)P(X = 2).

Sats 24 CENTRALA GRANSVARDESSATSEN (CGS)

Om X1, X, ..., X, dr oberoende och lika fordelade med E(X;) = p och V(X;) = 0
sd dar approzimativt X = L3 X; € N(pu, %) och Y0 X; € N(nu,no?) dd n dr stort.

Definition 16 BESKRIVANDE STATISTIK

;€A
Proportion: p=P(X € A) = w
1 n
Medelvarde: 2 =i = —
edelvarde: 7 = [i = ”Zl
_ 2 _
Stickprovsvarians: s* = & — (Zx

P = (O ) w)
(S~ (S w0?) (w502 - (S 002)

Stickprovskorrelation: R = p =

Definition 17 KONFIDENSINTERVALL

Antag X1, Xo,..., X, dr stickprov pa X och E(X) = pux, att Y1,Ys,....Y,, dr stick-
prov pa Y och E(Y) = py och att V(X) = V(Y) = o2. Da gdller att ett 100(1 — a)%
konfidensintervall for

T E s om o? dr kind
Hxary z 4 tasa(n — 1)\/%7 om o2 ar okdnd

T — Y £ taj2, (n4m—2)SP

px — py Gr { ddr s% = (e I)Z’ijn("; Dsy(i + +) om min(n,m) < 30

och s% = STX + % om min(n,m) > 30



Definition 18

Antag x4, ..

HYPOTESTEST

. Xy ar ett stickprov pa X fordelad med parametern 6 respektive xq, . .

Yty Yny, Pa X och'Y fordelade med parametern 0. For att testa

HO 0= 90
H,: 0 € © (alternativhypotesen)

anvinds teststatistikan U = U(Xy, ...

(nollhypotesen)

fordelningen av Fy under Hy vid signifikansnivan c.

Testregeln dar {

Forkasta Hy om A,
Forkasta inte Hy om inte A,

.y T, och

, X)) och beslutsregeln A, som svarar mot © enligt

L [ i 4,
T < o Vn(p — o) u < =Xy
T T = M T > M mo(1 — 7o) U > Ay
™ 7é o dd nmo(1 —mo) > 5 |U| > >\a/2
T < Mo D1 — D2 U< — Ay
1 1
1, o T = To T > To \/p<]‘_p>(n_1+n_2) U>)\a
™ ?é 2 da nimi (1 —m1) > 5 och nama (1l — 72) |U| > )\a/2
p p < fto 7 — o U< =y
(02 kind) | p=po | p> o YN U > Ay
1 # po ul > Aay2
L < fho F—u u< —to(n—1)
2 . 0
(0% okind) | p=po | p> o u > to(n—1)
s/\/n
[ 7 o ul > taj2(n —1)
p1 < o2 L1~ T2 u < _ta,(n1+n272)
ni1—1)s2+(ng—1)s2
i1, o pn = pg | 1 > i \/( k(L4 L) U > ta, (my-+ns-2)
M1 7é 125) dd o1 = o2 men okinda, och min(ni,n2) < 30 |U’ > Zfoz/2,(n1+11272)
H1 < 2 1 — T2 u < _ta,(n1+n2—2)
52 82
[ A2 p = pa | > o prols Ml U > to, (ny£ny-2)
p1 7 o dd o1 = o2 men okinda, och min(ny,ng) > 30 \u] > lfa/z,(n1+n2_2)
A, B ALB | A /LB (nmic2 = mac)v/n ] > Ao
\VC1C2aT'1T2
O —€ 2
Fx Fy=1I | I'x # Fy 2521 % u>xi(K —1)
dir e, = NP(X €ly)

Enkel linjar

regression

I en linjar modell, Y = By + 1 X + ¢, som beskriver hur responsen Y beror
av kovariaten X med residualen €, baserad pa det parade stickprovet (xy, 1),

(x2,Y2), ..., (s, yn) skattas interceptet By och regressionskoefficienten f; enligt

Bl _ ”Z?:l LiYi —

CLm)(Chw o g -

n Z?:l xf - (Z?:l ;)

med forklaringsgraden (determinationskoefficienten)

R =

(S0 i — (S 2 (Sl )

?—Blf

(n Z?:l Ty —

(i) (n v = (0 wi)?)




Normalfordelningsvarden
Tabell 6ver viarden pa ®(x) = P(X < x) dar
X € N(0,1). Fér x < 0 utnyttja relationen ®(z) =1 — &(—z).

r  +0.00 +0.01 +0.02

+0.03

+0.04

+0.05

+0.06

+0.07

+0.08

+0.09

0.0 | 0.5000
0.1]0.5398
0.20.5793
0.3 ]0.6179
0.4 | 0.6554
0.5 0.6915
0.6 | 0.7257
0.710.7580
0.8 ]0.7881
0.9 0.8159
1.0 [ 0.8413
1.1 0.8643
1.2 1 0.8849
1.3 0.9032
1.4 10.9192
1.5 0.9332
1.6 | 0.9452
1.7 1 0.9554
1.8 1 0.9641
1.910.9713
2.010.9772
2.1]0.9821
2.210.9861
2.310.9893
2.410.9918
2.5{0.9938
2.6 0.9953
2.710.9965
2.810.9974
2.910.9981

0.5040
0.5438
0.5832
0.6217
0.6591
0.6950
0.7291
0.7611
0.7910
0.8186
0.8438
0.8665
0.8869
0.9049
0.9207
0.9345
0.9463
0.9564
0.9649
0.9719
0.9778
0.9826
0.9864
0.9896
0.9920
0.9940
0.9955
0.9966
0.9975
0.9982

0.5080
0.5478
0.5871
0.6255
0.6628
0.6985
0.7324
0.7642
0.7939
0.8212
0.8461
0.8686
0.8888
0.9066
0.9222
0.9357
0.9474
0.9573
0.9656
0.9726
0.9783
0.9830
0.9868
0.9898
0.9922
0.9941
0.9956
0.9967
0.9976
0.9982

x +0.0  +0.1 +0.2

0.5120
0.5517
0.5910
0.6293
0.6664
0.7019
0.7357
0.7673
0.7967
0.8238
0.8485
0.8708
0.8907
0.9082
0.9236
0.9370
0.9484
0.9582
0.9664
0.9732
0.9788
0.9834
0.9871
0.9901
0.9925
0.9943
0.9957
0.9968
0.9977
0.9983

+0.3

0.5160
0.5557
0.5948
0.6331
0.6700
0.7054
0.7389
0.7704
0.7995
0.8264
0.8508
0.8729
0.8925
0.9099
0.9251
0.9382
0.9495
0.9591
0.9671
0.9738
0.9793
0.9838
0.9875
0.9904
0.9927
0.9945
0.9959
0.9969
0.9977
0.9984

+0.4

0.5199
0.5596
0.5987
0.6368
0.6736
0.7088
0.7422
0.7734
0.8023
0.8289
0.8531
0.8749
0.8944
0.9115
0.9265
0.9394
0.9505
0.9599
0.9678
0.9744
0.9798
0.9842
0.9878
0.9906
0.9929
0.9946
0.9960
0.9970
0.9978
0.9984

+0.5

0.5239
0.5636
0.6026
0.6406
0.6772
0.7123
0.7454
0.7764
0.8051
0.8315
0.8554
0.8770
0.8962
0.9131
0.9279
0.9406
0.9515
0.9608
0.9686
0.9750
0.9803
0.9846
0.9881
0.9909
0.9931
0.9948
0.9961
0.9971
0.9979
0.9985

+0.6

0.5279
0.5675
0.6064
0.6443
0.6808
0.7157
0.7486
0.7794
0.8078
0.8340
0.8577
0.8790
0.8980
0.9147
0.9292
0.9418
0.9525
0.9616
0.9693
0.9756
0.9808
0.9850
0.9884
0.9911
0.9932
0.9949
0.9962
0.9972
0.9979
0.9985

+0.7

0.5319
0.5714
0.6103
0.6480
0.6844
0.7190
0.7517
0.7823
0.8106
0.8365
0.8599
0.8810
0.8997
0.9162
0.9306
0.9429
0.9535
0.9625
0.9699
0.9761
0.9812
0.9854
0.9887
0.9913
0.9934
0.9951
0.9963
0.9973
0.9980
0.9986

+0.8

0.5359
0.5753
0.6141
0.6517
0.6879
0.7224
0.7549
0.7852
0.8133
0.8389
0.8621
0.8830
0.9015
0.9177
0.9319
0.9441
0.9545
0.9633
0.9706
0.9767
0.9817
0.9857
0.9890
0.9916
0.9936
0.9952
0.9964
0.9974
0.9981
0.9986

+0.9

3 10.9987 0.9990 0.9993

Normal-percentiler:
Nagra vérden pa A\, sadana
att P(X > \,) = «

dir X e N(0,1)

0.9995

0.9997

o Ao

0.9998

0.9998

« Ao

0.9999

0.9999

0.1 1.281552
0.05 1.644854
0.025 1.959964
0.01  2.326348

0.005  2.575829
0.001  3.090232
0.0005 3.290527
0.0001 3.719016

1.0000



t-percentiler

Tabell 6ver virden pa t,(df).

= o
©C WO UA W~

T W NN = = =
OO Ut O NN

100

o 0.25

0.10

0.05

S

0.025
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0.6955
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1.3163
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6.3138 12.7062
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2.1318
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Y -percentiler

Tabell 6ver virden pa x2(df).
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3.3554
3.2498
3.1693
3.0545
2.9768
2.8982
2.8453
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2.7500
2.6778
2.6259

318.3088

22.3271
10.2145
7.1732
5.8934
5.2076
4.7853
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4.2968
4.1437
3.9296
3.7874
3.6458
3.5518
3.4502
3.3852
3.2614
3.1737
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Xa(df)

0.01

0.005

0.001

0.0000
0.0020
0.0243
0.0908
0.2102
0.3811
0.5985
0.8571
1.1519
1.4787
2.2142
3.0407
4.4161
5.9210
8.6493
11.5880
24.6739
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5.6972
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13.7867
27.9907
67.3276

0.0002
0.0201
0.1148
0.2971
0.5543
0.8721
1.2390
1.6465
2.0879
2.5582
3.5706
4.6604
6.4078
8.2604
11.5240
14.9535
29.7067
70.0649
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1.1455
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5.2260
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14.6114
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9.4877
11.0705
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14.0671
15.5073
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18.3070
21.0261
23.6848
27.5871
31.4104
37.6525
43.7730
67.5048
124.342
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9.2103
11.3449
13.2767
15.0863
16.8119
18.4753
20.0902
21.6660
23.2093
26.2170
29.1412
33.4087
37.5662
44.3141
50.8922
76.1539
135.807

7.8794
10.5966
12.8382
14.8603
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23.5894
25.1882
28.2995
31.3193
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13.8155
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52.6197
59.7031
86.6608
149.449



