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En 6vningssamling téinkt att forscka lotsa dig pa en aktiv uppticktsfird genom geometrin.
Har vuxit fram som pabyggnad till [Haggmark] och [Tengstrand] (se litteraturforteckningen).
Tiankt att anviindas i matematikldrarutbildningen vid Hogskolan i Halmstad.

e Punktmarkerade s& hir star definitioner, kommentarer och utredningar samt tips for vidare lédsning.

0. Numrerade s& hér star fragor / problem att fundera over.
(Losningar till de flesta aterfinns i ett separat héfte, men,
som med annat hér i livet, dr det vl roligare att gora det sjilv &n att titta pa nér andra gor det.)

Ibland uteldmnar jag (for korthetens skull) "Visa att" —
star det bara ett pastaende framkastat, s& dr det underforstatt att det skall motiveras / bevisas.
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Om kursen Klassisk geometri

Varfor geometri och vilken geometri?

I skolsammanhang forknippas ordet geometri numera
néstan uteslutande med area- och volymberikningar.
Mojligen ocksd med trigonometri och analytisk geometri
( = geometri m.h.a. ett koordinatsystem).

Det var litet annorlunda forr!

I alla fall for dem som gick gymnasium, blev geometri
synonymt med bevis (t.ex. Pythagoras sats, men inte
bara den!). T aritmetik och algebra satte man rikne-
fardigheterna frimst, geometrin ddremot skulle tjdna som

6vningsfilt fér logiskt tinkande (bevisforing)

Att man dirvid (okritiskt) Lit en skrift fran ca 300 £.Kr.!
prigla verksamheten i skolan dnda in pa 1950-talet stéllde
naturligtvis till bekymmer. Den s.k. "nya matematiken”
pa 1960-talet svepte all euklidisk geometri bort fran vister-
landets skolkurser. Dérvid kastade man dock ut #dven
"barnet med badvattnet”, for om man nu vill betona
resonemang och argumentation i skolmatematiken (vilket
man vil dnda vill?), #r det di inte mera tilltalande att
gora det kring en geometrisk fraga som

"Hur kan det komma sig att vinkeln A verkar bli rit,
oavsett var pa halvcirkeln punkten A ligger?”

A

jamfort med t.ex. ”Varfor dr (—1) (-1) =177
I geometrin kan icke-triviala matematiska resonemang
forenas med askadlighet och konkretion.

L Geometrins elementa (d.v.s. grunder) av den gammalgrekiske
matematikern Euklides, som vi numera kallar Euklides Elementa.
Lér vara alla tiders béstséljare nr.2 efter Bibeln:
drygt 2000 upplagor under arens lopp.

En annan viktig aspekt pa geometri &r som

ovningsfilt for problemlésning

. a teacher who has had no personal experience of some
sort of creative work can scarcely expect to be able to in-
spire, to lead, to help, or even to recognize the creative
activity of his students.

The average teacher cannot be expected to do research
on some very advanced subject. Yet the solution of a non-
routine mathematical problem is genuine creative work.

A great discovery solves a great problem but there is a
grain of discovery in the solution of any problem.

Your problem may be modest; but if it challenges your
curiosity and brings into play your inventive faculties,
and if you solve it by your own means, you may erperience
the tension and enjoy the triumph of discovery. Such ex-
periences at a susceptible age may create a taste for men-
tal work and leave their imprint on mind and character
for a lifetime.

Thus, a teacher of mathematics has a great opportu-
nity. If he fills his allotted time with drilling his stu-
dents in routine operations, he kills their interest, ham-
pers their intellectual development, and misuses his op-
portunity. But if he challenges the curiosity of his stu-
dents by setting them problems proportionate to their knowl-
edge, and helps them to solve their problems with stimu-
lating questions, he may give them a taste for, and some
means of, independent thinking.

G.Poélya?

Geometrin dr rik pa problem, som &r
(med Tengstrands ord) enkla att formulera och forstd,
men som det behdvs bide tdlamod och fantasi for att lsa.

Ett stort steg ndrmare en forklaring av
riata vinkeln-fenomenet i spalten till vinster
kommer man t.ex. om man drar radien fran A :

A

Det kriivs ett visst matt av fantasi®
att utvidga en figur pa detta sétt!

2G.Polya (1887-1985), ungrare, professor i Ziirich och Stanford,
med nagra satser uppkallade efter sig, intresserade sig fér problem-
16sning och ldrarutbildning och blev pa éldre dar minst lika kéind
pa det omradet.

3Modeordet kreativitet passar ocksa bra hiir :-)



Mal:
e Att ge insikt om geometrins centrala betydelse

inom matematik och naturvetenskap.

e Att pavisa den elementira geometrins ldmplighet
for att hos eleven

— vicka nyfikenhet och intresse for
matematik i allménhet,

— uppmuntra till ett undersskande arbetssétt,

— stimulera kreativitet,

— skiirpa den analytiska och logiska férmégan,

— trana ihéirdighet vid problemltsning,

— Ova redovisning av tankegangar.

o Att fosrmedla en bit av ménsklighetens kulturarv
och vetenskapens idéhistoria.

Innehall:

e Kongruens och likformighet.
(Translation, spegling, vridning.)

e Klassiska resultat om trianglar, cirklar
och kigelsnitt.

e Konstruktioner med passare och linjal.
De tre olosbara konstruktionsproblemen.

e Négot om projektiv geometri.

e Orientering om icke-euklidisk geometri.

Undervisning:

Foreldsningar, fragetimmar samt
"seminariedvningar", dir deltagarna
presenterar 16sningsforslag infor gruppen.

Litteratur

e Material utlagt pa
http://www.hh.se/staff/getc/Geometri

e (ev. Anders Tengstrand,
Atta kapitel om geometri,
Studentlitteratur, 2005)

Examination
o Aktivt deltagande i problemldsningsseminarierna.

o ("Portfolioexamination":)
Stencilerna har vningar/problem utan facit.
(Tengstrand har inte facit heller.)
Ditt arbete under kursens gang skall resultera i
en parm med (ldsbaral) 16sningar
till (ett urval av) dessal
Piarmarna samlas in och granskas i slutet av kursen.

e Muntlig tentamen pa
bevis av grundldggande satser
(sddana som gas igenom pa foreldsningar /
finns utskrivna i kurslitteraturen).

Det finns ett skil att avvika fran
den traditionella tentamensformen i just denna kurs:
For att fa in mer problemlosning.
Ett problem kan ju séigas vara en fraga,
som man vid forsta paseende ”inte har en aning” om
hur man ska ga tillviiga med, och da &r det klart att
en 4-timmars salsskrivningar
inte kan innehalla mycket av den varan.)

Yiterligare ett exempel pa "klassisk geometri”:
For en godtycklig triangel ABC, lat

Hs,Hg,He hojdernas fotpunkter
My, Mp,Mc = sidornas mittpunkter
Ka,Kp,Kc = mittpunkterna pa striickorna

fran ett horn

till hojdernas skéirningspunkt H

(Hp,Ma, K4 &r de som ”hor till” horn Ay, etc.)

Kc

Ha
MB \ |le

Hg

He Mc
Bevisa att

det finns en cirkel som
gar genom alla dessa nio punkter!



LITET HISTORIA

Tva olika slag av historia #r intressanta att ta upp i samband med geometriimnet :

i) matematikvetenskapens historia
ii) skolmatematikens historia

Det vore naturligtvis fel att hivda att matematiken skulle borjat med de gamla grekerena.

Aven om det var vad manga i Europa trodde #nda fram till 1800-talet,
for man visste vildigt litet om de forgrekiska civilisationerna.

Mycket av var kunskap om det gamla Egypten har vi, paradoxalt nog,

Napoleons filttag till Egypten ar 1798 att tacka for!

Napoleon hade némligen med sig en noggrant utvald skara av 167 vetenskapsmén,

déribland tva av Frankrikes frimsta matematiker, Gaspard Monge och Jean-Baptiste Fourier?,
med uppgift att ta reda pa ”allt” som var virt att veta om Egypten.

Britterna 14t dessa slutfora sitt arbete med resultatet att

”Never before or since has an account of a foreign land been made

so completely, so accurately, so rapidly, and under such difficult conditions.”®

De egyptiska hieroglyferna dechiffrerades 1822 av fransmannen Champollion (1790-1832),
som pastas ha sett dem hos Fourier som 11-aring och redan da foresatt sig att knicka gatan.
(Faktum lér i alla fall vara att Champollion kunde tre sterlindska sprak redan vid 13

och anstélldes som universitetsldrare vid 17 &rs alder.)

Babyloniernas kilskrift dechiffrerades efter en heroisk insats av
engelsmannen Henry Rawlinson under 1830- och 1840-talen.

(Att Homeros Troja inte var en ren fiktion,
blev man riktigt dvertygad forst efter Heinrich Schliemanns utgrévningar pa 1870-talet.)

e Pythagoras sats, t.ex., var tydligen bekant i Mesopotamien tusentalet ar tidigare.

e [ egyptiska papyrusrullar har man hittat en tillimpning av formeln V = % (a2 +ab+ b2) h
for volymen av en s.k. stympad pyramid med kvadratisk botten; se sid. 58.
(An sa linge har vi ingen overtygande hypotes om hur egyptsierna skulle kommit fram till den.)

Anda finns det starka skiil att framhiiva just grekernas roll (och ta till klyschan Redan ge gamla grekerna ...).

4Bada riknas faktiskt som ”fider” till hela grenar av matematiken:
Monge (1746-1818) till differentialgeometri och deskriptiv geometri, Fourier (1768—1830) — till Fourieranalys.
5Citatet och ovriga uppgifter i detta stycke #r fran David M. Burton, The History of Mathematics, 4th ed., 1999.



De gamla grekernas betydelse for matematikens utveckling

Alla bevarade matematiska skrifter fran Mesopotamien och Egypten kan séigas vara exempelsamlingar.
De formulerar konkreta problem med siffror och loser dem med recept. Ingenstans férklaras nagonting.
Exakta och approximativa formler blandas utan urskiljning.

T.ex. Rhindpapyrusen, fran ca 2000 f.Kr. anvisar var och en som vill veta

arean av en triangel som miter 10 lingdenheter ”pé ena sidan” och 4 ldngdenheter ”pa basen”,

att multiplicera 10 med 4 och dividera resultatet med 2.

Om datidens ldsare verkligen tolkade sida som hdjd, eller om de, felaktigt,

anvinde produkten av tva triangelsidor som méatt pa arean dven da vinkeln mellan dem inte var rit —
det #r historikerna idag inte klara over.°

For ett annat exempel pa en felaktig formel som tycks ha varit i omlopp, se problem 7?7 pa sid.??.

Mer eller mindre korrekta recept av det hér slaget foljde man i ytterligare 1500 ar
(och dnnu ldngre i de civilisationer, som inte kom i kontakt med den grekiska, t.ex. den hinduiska)
innan grekerna utvecklade ett logiskt system som gjorde det mojligt att, utifran ganska allminna antaganden,
bevisa att arean av en triangel alltid méste vara lika med halva produkten av hsjd och bas.

Det var grekernas innovationer —

abstraktion och
bevis med deduktion (den axiomatiska metoden),

som gav matematiken den karaktdr den har &#n idag.

Speciellt idén att bygga upp en teori axiomatiskt ”saknar motstycke i saviil tid som rum”” —
civilisationer utan kontakt med den grekiska (som Kina och Japan) utvecklade den inte,
dven om man fick lingre tid pa sig.

6J.L.Heilbron, Geometry Civilized, Oxford, 1998
"Roger Cooke, The History of Mathematics. A Brief Course, Wiley, 1997



Abstraktionen

For egyptierna var linjer = spénda snéren, punkter = palar instuckna i marken, etc.
Grekerna anlade ett mera abstrakt perspektiv:
de fysiska foremalen som (ofullkomliga) avbilder av vissa idéer — "ideala” punkter, linjer, etc.
De andra folken ldste problem — grekerna bevisade teorem.
Babylonierna riknade ut /2 med en for alla praktiska tillimpningar mer &n tillréicklig noggrannhet —
grekerna bevisade att /2 #r ett irrationellt tal.

Den experimentella metodens begrinsningar

Betrakta som exempel "métbeviset” for att vinkelsumman i en triangel dr 180 :
vi méter de tre vinklarna med gradskiva och adderar.
Vad har vi bevisat, egentligen? Vi har tittat pa en triangel enbart.
OK, vi kan titta pa nagra fler. Tre, fyra? Hur manga behover vi granska?
Vi tycker att vi véljer dem helt slumpmaiissigt, men dr vi sdkra pa att de vi véljer dnda inte rakar tillhora
nagon dkta delmingd av trianglar med en speciell egenskap, som gor att vinkelsumman blir 180 ?
Ar vinkelsumman verkligen 180 ?
En avvikelse pa, sidg, 10° skulle vi visst mérka — men en skillnad pa 1° 7?7 0.1° 7 0.01° ?
Vinkelsumman &r 180 ° ”inom ramen av den noggrannhet
som var syn och var formaga att handskas med gradskivan tillater”, skulle vi nog behova papeka.
Fast &ér det inte litet mystiskt att de flesta, som mérker nagon avvikelse fran 180°,
skulle skylla detta just pa slarv i métningen, snarare dn att ta det som ett tecken pa att satsen &r falsk?
Det antyder att vi i vart huvud bér pa en idé om en ”ideal” triangel,
som verklighetens trianglar endast #r approximationer utav?!®
(Den filosofiskt allménbildade ténker hér p& Platon och mycket riktigt:
Nir man diskuterar olika syn pa4 matematikens natur, brukar platonism nédmnas i férsta rummet.)

Den axiomatiska (deduktiva) metoden

Hur skaffar man sig da kunskap om idéernas virld?
Genom att systematiskt resonera sig fram utifran premisser som inte kan ifragasittas.
Starta fran konstateranden som ingen kan forneka samt utnyttja ténkandets (logikens) lagar.
Det man accepterar utan bevis, kallas axiom eller postulat (grundantaganden, grundsatser),
det man logiskt bevisar utifran axiomen kallas satser / teorem / propositioner,
och sjdlva den logiska hirledningsprocessen benimns deduktion.
Idén med den axiomatiska (deduktiva) metoden #r:
Om du tror pd axiomen (och logikens lagar), s& maste du ocksé tro pa deras konsekvenser, teoremen.
Teorin uppfyller hogt stéllda krav pa objektivitet —
slutsatserna som dras blir desamma vem som &én gor dem, forutsatt att man inte gér nagot logiskt fel.
T.ex. beriittas om filosofen Thomas Hobbes (1588-1679) foljande:
Forsta gingen han rakar sld upp Euklides bok Elementa (som 40-aring) och far syn pa Pythagoras sats,
s& utbrister han spontant. ”I helvete heller — det kan inte vara sant!”.
Men under satsens formulering foljer ett bevis. Dér hénvisas till nagot tidigare i boken.
Hobbes lidser dven det och hénvisas vidare till en dnnu tidigare sats.
Sa ytterligare ett par steg tillbaka och Hobbes blir évertygad!
Sedan den dagen dr han obotligt fordlskad i Elementa.
Den axiomatiska metoden blev ett monster att efterlikna édven for en del filosofer, icke-matematiker.
Ett exempel dr Spinoza (1632-1677), vars huvudverk, FEthica, bér undertiteln Ordine Geometrico Demonstrata,
d.v.s. ”demonstrerat i geometrisk ordning”.

8Detta exempel, historien om Hobbes nedan och en del andra idéer i detta avsnitt &r himtade fran
John Roe, Elementary Geometry, Oxford University Press, 1993



Euklides Elementa

Den skrift som kommit att ”forkroppsliga” den axiomatiska metoden (och matematik i allménhet) #r
Geometrins elementa® av Euklides, kort kallad Fuklides Elementa.

Det enda bockerna har att fortdlja oss om Euklides dr att
han verkade i Alexandria omkring 300 f.Kr.!%, samt
tva anekdoter, som egentligen handlar om matematikldrarens urgamla bekymmer:

Anekdot 1: Kung Ptolemaios skulle f& privatundervisning, men blev tydligen nigot avskrickt,
nér han tittade i Elementa, s han fragade om det inte fanns nagot kortare/ldttare alternativ.
Nej, det finns ingen ’kungsvdg’ i geometrin.”, svarade Euklides.

2

Anekdot 2: Nagon annan rik yngling, som tog lektioner av Euklides och tyckte att det var svart,
undrade vad allt det dér skulle tjiana till. Euklides beordrade da sin betjint att ge ynglingen nagra mynt,
”nér nu denne nédvindigtvis méaste tjdna tjina pengar pa det han lir sig”.

Det dr mycket mojligt att Elementa inte var den allra forsta skriften av sitt slag,
men den maste ha varit dverligsen sina foregangare/medtéivlare och ”tringt ut dem fran marknaden”.
Lér vara viisterlandets néist mest tryckta bok, efter Bibeln: ca 2000 upplagor under arens lopp.
Bildade ménniskor forvintades vara fortrogna

med Euklides Elementa nistan som med Bibeln: Alone at nights,

I read my Bible more and Fuclid less.
(Robert Buchanan (1841-1901), eng. forf.!1)
Finns (med kommentarer) pa http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/elements.html
Man far dock ha forstaelse for att en 6versittning av en 2000 ar gammal text kan klinga underligt!

Retorisk matematik kontra algebraisk symbolism — en jamforelse

Det &r inte sa ldtt med algebra, tycker méanga elever.

"Varje ekvation halverar forséljningsvolymen", anser bokforliggare.

Tillmotesgaende ldrare/forfattare forsoker d4 minimera antalet formler.

Men hur litt dr det att ldsa och begripa retorisk matematik, d.v.s. matematisk text med ord enbart?
Anviindningen av symboler inom matematiken slog igenom forst i borjan pa 1600-talet.

Euklides och hans samtida uttryckte sig helt och hallet med ord. Hur sag det ut?
Hiromdagen rakade jag pa en hénvisning till Euklides pa Internet:

. so that (a + 2b) /b =b/a. Without loss of generality (a,b) = 1 and then also (a + 2b,b) =1
and the conclusion (Euclid VII.20) is that a +2b=band b=a ....

Hér handlar det om heltal och (a,b) star for den storsta gemensamma delaren av a och b,
men hur lyder sats 20 i Euklides bok VII? Vi slar upp:

Prop. VII.20.
The least numbers of those which have the same ratio with them measure those which have
the same ratio with them the same number of times; the greater the greater; and the less the less.

N4, hur lidtt dr nu detta att forsta ?

9elementa = grunder
107 fsre Arkimedes och efter Eudoxos”, enl. Proklos fran 400-talet efter Kr.
H Citerat i H.S.M. Coxeter, Introduction to Geometry, Wiley, 1969



Innehallet i Elementa (smakprov)

Bestar av 13 "bocker”, varvid "bok” ldampligen tolkas som ”kapitel” snarare &n ”band”.
Startar med 23 definitioner, 5 postulat och 5 axiom
(Euklides indelade sina grundantaganden i tva kategorier och anviinde termerna axiom och postulat
i nagot olika betydelse &n man gor nufortiden, d& de betraktas som helt likvirdiga synonymer)
och utifran dessa bevisas sedan inte mindre &n 465 satser.
(Med t.ex. V.20 avses sats 20 i den femte boken.)

Bok I Visentligen skolgeometri.
Kulminerar i Pythagoras sats och dess omviindning (1.47-48)

Bok II

Bok III Cirklar: bagvinkelsatsen (II1.21),
kordasatsen och omvindningen till dess ”tangentfall” (II1.35-37)

Bok IV Om inskrivna/omskrivna cirklar och regelbundna méanghérningar:
Hur man givet en cirkel, inskriver i den en regelbunden manghorning (IV.11),
givet en cirkel, omskriver runt den en regelbunden femhorning (IV.12),
givet en regelbunden femhoérning, inskriver/omskriver en cirkel (IV.13-14)
konstruerar en regelbunden 15-hérning (IV.16)

Bok V
Bok VI

Bok VII Talteori:
delbarhet, begreppet relativt prima, minsta gemensamma multipel och stérsta gemensamma delare

Bok VIII Talteori

Bok IX Talteori.
Beviset (som alla ldrobscker upprepar #n idag) for att det finns oéndligt ménga primtal (IX.20)
En metod for att generera perfekta tal (IX.36)

Bok X Euklides algoritm for stérsta gemensamma delare
Bok XI Rymdgeometri: grundliggande begrepp.
Bok XII Rymdgeometri: konens volym m.m.

Bok XIII Konstruktion av regelbundna polyedrar.
Avslutas med ett informellt bevis for att det finns endast 5 saddana:
tetraeder, kub, oktaeder, dodekaeder och ikosaeder.

Som synes, innehaller Elementa inte bara geometri,
men dven det vi skulle betecknat som algebra/talteori (bscker VII-X) formulerades pa geometriskt sprak.
Det ér & andra sidan inte heller sant att Euklides skulle haft ambitionen att téicka allt datidens vetande.
Som titeln siger dr det dnda fraga om ”grunder”.
Kigelsnitt, som Euklides sjélv skrev en avhandling om, omnimns t.ex. inte alls.'?

12Roger Cooke, The History of Mathematics. A Brief Course, Wiley, 1997



Geometri kontra algebra

Hur kom det sig att grekerna satte geometrin fére algebran?
Pythagoréerna pa 500-talet f.Kr. var faktiskt talteoretiker i forsta hand.
Deras huvudidé var att allt i viirlden kunde uttryckas i heltal eller forhallanden mellan heltal.
Det var de som inférde begreppet primtal (som fortsétter att sysselsdtta matematiker #n idag) och
formodligen var det de som kom pa det vi idag kallar Euklides algoritm.
Men nagon gang under 400-talet £.Kr. (?) uppdagades det att heltalen inte rickte till:
forhallandet mellan diagonalens lingd och sidans ldingd i en kvadrat kan inte uttryckas med heltal.
Grekerna talade hir om kommensurabla resp. inkommensurabla strickor.
Om striickorna AB och C'D var sddana att det gick att finna en (tillrickligt kort) stricka PQ, sddan att

lingdforhallandena, ﬁ—g och g—g bada ar heltal, vilket ju dr < g—g = heltal
s& kallades AB och C'D kommensurabla — de kunde ”miitas med samma mattstock”.
Pythagoréerna tog alltsa i borjan for sjdlvklart att alla par av strickor skulle vara kommensurabla.
Upptickten att de tagit fel kan ha varit mycket betydelsefull for bevismatematikens framvixt,
for den pekar pa behovet av bevis — hir fick man ett fall dir den ménskliga intuitionen inte rickte till!
Grekerna lyckades aldrig konstruera en algebraisk teori for irrationella tal —
sddana kom forst 1860-1870 (Dedekind, Cantor; se appendix i [Vretblad]).
Kanske dérfor borjade algebran ses som underléigsen geometrin och
av ett ”"ordentligt” bevis borjade man kriva att det skulle formuleras geometriskt.
Nir Newton t.ex. skulle skriva ”for publik” (Principia, 1687),
formulerade han sig pa ett mycket mer geometriskt sprak, &n nér han skrev for sig sjélv.
Mot slutet av 1800-talet sviingde pendeln at andra hallet.
Inte bara fick man en logiskt tillfredsstillande teori for reella tal,
man stotte ocksé pa flera fall da var geometriska intuition tycktes ta fel
och geometriska resonemang borjade betraktas med misstro.
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Postulat

kallades de antaganden, som var specifika for geometrin:
Postulat 1. Det gar att dra en rét linje fran en punkt till en annan.

Av fortséittningen framgar dock att Euklides egentligen menar dven att linjen dr entydigt bestdmd —
att det inte gar att dra flera olika linjer genom samma tva punkter, sa vi korrigerar till:

Postulat 1, modern version :
Givet tva olika punkter, sa finns det en och endast en rét linje som gar genom bada.

Postulat 2. Det gar att obegrinsat fortsiitta en begrinsad rit linje.

Det hir kommer sig av att grekerna inte hade begreppet ”oéndlig linje” 6verhuvudtaget —
7rét linje” betydde for dem alltid en éndligt lang rit stricka.
En modern version, som svarar mot dagens krav pa precision i uttrycksséttet, lyder:

Postulat 2, modern version :

Givet tva rita linjestriackor, AB och CD, ¢ D
finns det en och endast en punkt F, sddan att
B ligger pa strackan AE och
BE ér lika lang som (kongruent med) CD.
A B E

Postulat 3. Det gar att rita en cirkel med godtycklig medelpunkt och radie.
Euklides anviinder detta postulat i foljande preciserade betydelse:

Postulat 3, modern version :
Givet tva olika punkter, O och A, s finns det en cirkel med medelpunkt i O och radie O A.

Postulat 4. Alla rata vinklar 4r varandra lika.

For att uppskatta detta skall man ha klart fér sig Euklides definition av rét vinkel:

Def. 10. Om tva rita linjer rakas som i figuren,
och vinklarna « och § blir lika stora (kongruenta),
sa séger vi att de dr riita.

Om tva andra linjer, ndgon annanstans i planet,

pé liknande sétt ger upphov till tva sinsemellan lika vinklar, v och 6,

sa kan man faktiskt inte med logik enbart dra slutsatsen att alla fyra vinklarna skulle vara lika:
a = f och v = § medfor inte att a = .
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Postulat 5. (”parallellpostulatet”; Euklides version) :

Om en rit linje, ¢, skir tva rita linjer, £ och m, B
s& att de inre vinklarna pa samma sida, « och j3,

tillsammans dr mindre &n tva rita vinklar,

sa mots de tva rita linjerna, om de dras ut odndligt, o

pa den sida pa vilken vinklarna dr mindre én tva rita vinklar.

Ett, som det visar sig, ekvivalent pastaende &r

Postulat 5, populdraste versionen (kallas ibland Playfairs!? version)
Givet en rit linje £ och en punkt P, som inte ligger pa ¢,
sa finns det hdgst en linje genom P som &r parallell med (d.v.s. inte skir) £.

Att det verkligen finns minst en parallell linje,
foljer ur de andra postulaten och det kunde Euklides sjéilv bevisa (sats 1.28).
Mer om detta postulat pa sid. 16.

Axiom

var de "allménna sanningarna” som antogs gélla inom alla omraden.
De tre forsta ser vi idag oftast i deras algebraiska formulering, som jag ocksé ger:

Axiom 1. De som ér lika med ett och samma &r ocksa lika med varandra: a =cochb=c=a =10
Axiom 2. Om lika liggs till lika, blir summorna lika: a =b=a+c=b+c¢

Axiom 3. Om lika dras fran lika, blir resterna lika: a =b=a—c=b—c¢

Axiom 4. Storheter som sammanfaller med varandra #r lika varandra.

Axiom 5. Det hela #r storre dn delen. (Hér avses nog léngd, area och volym.)

13 John Playfair (1748-1819), skotte som 1795 redigerade en (som lirobok framgangsrik) utgava av Euklides Elementa.
Papekade sjilv att formuleringen ovan inte alls var hans eget pafund, utan fanns redan hos Proklos, 400 e.Kr.
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Konstruktioner med passare och (ograderad) linjal

Manga satser i Elementa #r egentligen l6sningar till konstruktionsuppgifter :

de visar hur man med hjélp av enbart passare och ograderad linjal

kan rita upp (konstruera) figurer med vissa egenskaper.

Ex. Givet en cirkel, konstruera en regelbunden femhorning med alla de fem hoérnen pa cirkeln.

e Med passare och (ograderad) linjal betyder att man skall halla sig till foljande regler:

Man antas starta med ett antal punkter givna.
Med tva givna punkter far man gora tva saker:

1. Dra en linje genom punkterna. (Jfr Postulat 1)
2. Rita en cirkel med den ena punkten som medelpunkt och som gar genom den andra punkten. (Jfr Postulat 3)

De skirningspunkter som fas med sadan linje- och cirkeldragning
far sedan utnyttjas som ”givna punkter” i nista steg.
Konstruktionen skall vara klar efter dndligt manga steg av typ 1 eller 2 ovan.

e [Higgmark, sid.61] ndmner tva nagot olika formuleringar i stéllet for 2:

2’ "Att med en given punkt som medelpunkt upprita en cirkel med given radie."
27, "Att taga hvad punkt man vil til medelpunkt,
och rita en cirkel, hvars peripherie gar genom hvad punkt man vil.”

Ar dessa likviirdiga?

Nja, den naturliga tolkningen av ”upprita en cirkel med given radie” &r vl att

man kan ”ta upp” avstandet mellan tva givna punkter med passaren

och sedan rita en cirkel ndgon annanstans i planet,

medan 2” ovan siger att cirkeln skall g ”dér de givna punkterna ligger” (ekvivalent med 2 ovan).

(En passare som "slar ihop" sina ben sa fort man lyft den fran pappret, skulle klara av 2, men inte 2’.)

e Redan sats 1.2 i Euklides lyder emellertid:

Givet en stricka och en linje £ med en utvald punkt P,
gar det att avsétta en stricka pa £ som har P som éndpunkt och &r lika lang som den givna.

Denna sats (tillsammans med 2 ovan) innebér att man med en 6ljd av operationer av typ 1 och 2
kan dstadkomma samma effekt som en 2’-operation — det dr bara omsténdligare att inte fa anviinda sig av 2’.
Darfor accepterar vi 2’ (fortydligad nedan) i stéllet for 2 i fortséttningen!

2’.  Givet tva punkter, A och B, och en tredje punkt C,
s& gar det att konstruera en cirkel genom C med radie lika lang som AB.

e Overhuvudtaget giller det att hinvisa till konstruktioner som man redan bevisat vara mojliga
(bl.a. de som Higgmark gér igenom i sina exempel — se kopior), om ens beskrivningar ska bli tverskadliga:
Nar vi vil vet t.ex. att genom en given punkt gar att dra en normal till en given linje,
s& séger vi bara ”vi drar en normal ...”, och later bli att g& in pa detaljer!

e Med "konstruera” i uppgiftstexter menar man i forsta hand
" berdtta hur man med passare och (ograderad) linjal skulle kunna konstruera ...
och forklara varfor den beskrivna proceduren ger énskat resultat” — sjdlva ritandet ér av andrahandsbetydelse.

e Figurer, som inte kunde konstrueras med passare och linjal, tycktes inte existera for grekerna!
T.ex. kiinde man ingen metod for att konstruera en regelbunden 7-hoérning — senare bevisades att nagon sddan
procedur inte existerar — och mycket riktigt: Elementa har ingen sats som handlar om regelbundna 7-hérningar!

Idag delar vi inte detta extrema synsétt, utan har andra skil att diskutera konstruktioner — se sid. 21.
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Definitioner och grundbegrepp

Nir man bygger upp en teori (och bedriver vetenskap 6verhuvudtaget),

maéste man naturligtvis definiera sina begrepp — man vill ju undvika varje form av missforstand.
Mer komplicerade begrepp definieras utifran ”enklare” begrepp,

péa samma sitt som komplicerade satser bevisas utifran enklare, tidigare bevisade.

Mycket riktigt hade Fuklides ocksa ett antal definitioner i sin framstéllning — négra smakprov:

Def. 1. En punkt ir det som inte har nagon del.

Def. 2. En linje ér lingd utan bredd.

Def. 10. Definition av réat vinkel, se diskussionen om Postulat 4 pa sid.11.
Def. 11. En trubbig vinkel kalls en vinkel som &r storre dn en rit vinkel.

Def. 23. Parallella linjer kallas rita linjer som aldrig skér varandra, oavsett hur mycket de forléngs.

Vi mirker dock att definitionerna i bérjan ger ett nagot underligt intryck.
Blir man verkligen klok p& vad ”det som inte har nagon del” ir,
om man inte redan har en viss uppfattning om begreppet punkt?
D& man bevisar att ndgot maste gilla, maste man alltid utga fran nagot annat, som man redan vet.
D& man definierar ett begrepp, méaste detta ske genom héinvisningar till redan kiinda begrepp.
Forr eller senare maste man emellertid stanna vid négra ”enklaste” begrepp.
P& samma sitt som en beviskedja maste sluta i nagra axiom — antaganden som accepteras utan bevis —
maéste en definitionskedja sluta i nagra grundbegrepp, som man inte férsoker forklara ytterligare.

Hur kan detta fungera?

Jo, vi behover faktiskt inte bry oss om vad begrepp som punkt, linje, plan, etc. ér skulle vara for nagonting,
7egentligen”— det enda vi skall utnyttja dr deras egenskaper och relationerna dem emellan, sa som de framgér av
axiom och postulat: Linjer och punkter ér objekt, saidana att linjer kan innehalla punkter och till varje par av olika
punkter finns exakt en linje som innehéller bada, etc. Matematikern David Hilbert (1862-1943) stillde det hir pa
sin spets genom att papeka att vi egentligen skall kunna byta ut orden ”punkt”, linje” och ”plan”, mot, ség, ”stol”,
"bord” och ”6lglas” — logiken skall inte lida av det!

Att man avstar fran att binda en teoris begrepp till bestéimda verklighetsobjekt, reducerar ingalunda matematiken
till fafingt prat, utan tvirtom goér den mera anvindbar: nérhelst objekt patriffas, som satisfierar de relationer vilka
hévdas i axiomen, kan hela teorin ¢vertas och tillimpas pa dessa objekt.
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Logiska brister i Elementa

Att Euklides felaktigt ger sken av att alla begrepp kan definieras,
ar inte den enda anmirkningen man kan ha mot Elementa.
Under 1800-talet blev det allt klarare att Euklides axiomsystem var ofullstéindigt —
péa flera stillen i sina bevis stodjer han sig pa forhallanden, som inte kan utlisas ur axiomen.
Redan det allra forsta beviset ger ett exempel:

Dér figurerar en striicka AB och tva cirklar.
Den ena cirkeln har sin medelpunkt i A och gar genom B,
den andra har sin medelpunkt i B och gar genom A.

I det ldget utnyttjar Euklides att det finns en punkt dér cirklarna skir varandra.

Visst, de skir varandra i tva olika punkter rentav — ingen betvivlar detta —

men skiirningspunkternas existens kan inte logiskt hérledas ur de 10 axiomen/postulaten,

och da bryter vi mot andemeningen med den axiomatiska metoden — att underscka

hur langt man kan komma enbart med logisk slutledning utifran nagra explicit formulerade antaganden.

Pa sa sitt hoppas vi bl.a. fa béttre insikt i hur saker och ting hénger ihop.

Figurer dr oumbérliga — de ger idéer och hjilper oss att inte tappa den roda traden i argumentationen —

men for att vi ska halla kontroll ¢ver vilka antaganden som vara slutsatser bygger,

skall de inte ska utgora linkar i vara resonemang, annat #n indirekt via explicit formulerade axiom.

Om vi skulle séiga nagot i stil med att cirklarna ”"uppenbarligen maste skira varandra”

eller att ”var och en kan préva sjilv och se att de gor det”, sysslar vi inte lingre med matematik,

utan bedriver snarare en empirisk studie av en grafisk framstéllning (ddr axiomen faktiskt inte haller).
Det ricker helt enkelt inte med 10 axiom/postulat — man far ligga ett par tiotal till.

Ar 1899 utgav David Hilbert en slags moderniserad version av Elementa, Grundlagen der Geometrie,

som lir halla for en logisk granskning #n idag.
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Parallellpostulatet (det femte)

Det femte postulatet stack ut matematiker i 6gonen redan fran borjan.
Som du sjilv mérkt, dr dess formulering betydligt lingre och det verkar mer komplicerat &n de fyra forsta.
Var det verkligen nodvindigt?
Skulle man inte kunna hérleda den logiskt ur de fyra forsta?
Sa resonerade manga matematiker. Man ville géirna ha oberoende axiom och inga 6verflodiga.
Euklides sjédlv undvek i det ldngsta att hdnvisa till den —
flera satser i forsta boken kunde fatt enklare bevis med hjélp av parallellpostulatet,
men det verkar som om Euklides ville testa hur langt man kan komma utan det.
Massor av felaktiga bevis for parallellpostulat kom under de 2000 aren efter Euklides,
och det inte fran "glada amatorer” utan fréan tidens stora matematiker!
Forst forsokte man hitta direkta bevis.
Senare overgick man mer och mer till forsok till indirekta bevis:
Antag att de fyra forsta postulaten och femte postulatets negation géller och férsok hirleda nagon orimlighet.
Det kunde man inte!
(Speciellt jesuitpriisten Saccheri (1667-1733) kan némnas: han gjorde allting rétt,
dnda forkastade han till slut alla sina resultat med nagot ovidkommande teologiskt argument.)
Forst under 1800-talet blev tiden tydligen "mogen”, fér d& kom tre matematiker,
C.F.Gauss (1777-1855), Nikolay Lobatchevsky (1792-1856) och Janos Bolyai (1802-1860),
oberoende av varandra, fram till att man faktiskt kunde byta ut parallellpostulatet mot dess motsats —
givet en "linje” ¢ och en punkt P utanfor, sa finns genom P flera ”linjer” som inte skir £ —
och (med alla 6vriga axiom oforéindrade!) #ndé fa en logiskt inviindningsfri teori,
den s.k. icke-euklidiska geometrin.

e Fuclid’s Fifth Postulate and the Advent of Non-Euclidean Geometries av Laurence J. Crosswell (sok pa www)
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Vilka pastaenden far tas som axiom?

De "uppenbara sanningarna’”, skulle éldre tiders matematiker ha sagt.
Den synen éndrades under 1800-talet, inte minst som f6ljd av den icke-euklidiska geometrins upptéckt.
14Visst ar det vanligaste att man tinker pa objekt ur verkligheten och forhallanden dem emellan,
nér man infor grundbegrepp och formulerar axiom, men alldeles nodviindigt &r det inte —
det kan, som alltid i matematiken, i alla fall senare visa sig viirdefullt att ha undersokt konsekvenserna
dven av axiom, som inte ser ut att ha nagon direkt motsvarighet i verkligheten.
Axiomen #r ett slags "spelregler” som vi faststéller. Man kan #ndra dem — d& spelar man ett annat spel.
Ofta kan man erséitta en uppséittning axiom med en annan, ekvivalent uppséttning.
(I den meningen att varje axiom i uppséttning 1 kan logiskt hirledas ur axiomen i uppséttning 2,
och tvirtom: varje axiom i uppsittning 2 kan logiskt hiirledas ur axiomen i uppsittning 1.)
Valet av axiom (och grundbegrepp) &r mera en konventionsfraga &n nagot ”av naturen givet”.
En matematisk teori uttalar sig inte om huruvida axiomen ”verkligen” #r sanna” —
allt teorin séiger dr att om axiomen #r sanna, da #r alla foljande satser ocksa sanna.
Detta innebér dock inte att vilka axiom som helst kan f& matematiker att arbeta vidare hur som helst!
Tre aspekter, ur vilka man granskar en teoris axiomuppséttning, &r:

i) Motsigelsefrihet (konsistens)

Det skall vara omojligt att ur axiomen hirleda savil ett pastdende som dess motsats —
det maste man ovillkorligen kriva av varje samling axiom!
Motségelsefrihet ér dock hogst besvirlig att fastslal
Ett sétt dr att peka ut ett system av ”existerande” objekt, som uppfyller axiomen —
man siger da att man har konstruerat en modell for teorin.
”Existerande” skall hir tolkas inte bara som ”existerande i sinneviirlden”,
utan dven som ”existerande i nagon motsigelsefri teori”.
Ofta klarar man inte mer &dn att aterfora problemet till nagot annat, mera vilbekant axiomsystem,
som man redan ”levt med” ett tag, utan att finna motségelser.
T.ex. kan man visa att Euklides axiomsystem é&r konsistent forutsatt att teorin for reella tal dr det,
genom att infora koordinatsystem (analytisk geometri).

ii) Fullstindighet

All argumentation skall kunna hénforas till axiomen, inga underforstidda antaganden far anviindas.
Fullstéindigheten &r ldtt att slarva med.

Oftast sker axiomatiseringen forst efter det att teorin borjat utarbetas —

ett bra sitt att forvissa sig om att axiomen dr meningsfulla — och da hinder det géirna att man

hoppar 6ver verifikationen av vissa begrepp och férhéllanden som man blivit van vid att anvinda.

iii) Oberoende

Inget axiom skall kunna hérledas ur 6vriga. Det hér #r ett skonhetsideal, snarare dn ett absolut krav.

M Framstillningen i detta avsnitt foljer
Asger Aaboe, Antikens matematik. Fran babylonierna till Ptolemaios, Prisma, 1969, samt
Eike Petermann, Analytiska metoder I, Studentlitteratur
15Jo, du liste ritt: For naturvetare och tekniker #r en teori en (forenklad) modell av verkligheten,
men logiker kan séga att ett i verkligheten existerande system &r en modell for en teori —
de anvéinder ordet modell pa ett litet annorlunda sétt!
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Geometri 1 skolan

Platon var inte matematiker sjilv, men antagligen den enskilda person som bidragit mest till
den starka stillning den axiomatiska metoden och matematiken 6verhuvudtaget
faktiskt fatt inom visterlandets utbildningsviisen.
(Konstruktioner med passare och linjal 14r han ha lagt ett sérskilt gott ord om.)
"Hér kommer du inte in, om du inte behérskar geometri!”,
lir det ha statt inskrivet ovanfor porten till Platons beromda Akademi.
Platonismen satte ju idéerna i férsta rummet och geometrin — ett omrade dir
idéerna (linjer, cirklar, etc.) &nd& hade relativt handfasta och konkreta motsvarigheter i sinnevérlden —
ansags vara ett lampligt 6vningsfiilt for den som ville "komma at” de riktigt abstrakta idéerna
("det godas idé”, ”det sannas idé”, ...)

Pa Newtons tid ...

”Trots att Elementa inte var avsedd att vara négon ldrobok i matematik for barn,
har den anviints som séddan i manga léinder under arhundraden.” (Higgmark, sid.28)

Det ligger en hel del i den hér anmirkningen, men jag undrar, om den #nda inte dr nagot missvisande.

Vilka barn tidnkte du pa, nér du lidste ovanstdende? Femaringar? Tioaringar? Femtonaringar?

I svensk matematikdidaktikdebatt lyser tonaringen med sin franvaro —
det finns barn och vuxna, men knappast nigra dédremellan? (Mitt lilla egna intryck.)

England var kanske det land dér man envisast holl fast vid en ”obeflickad” Elementa som ldrobok.
(Charles Dodgson, alias Lewis Carroll, som péa sin fritid forfattade Alice i underlandet,
var egentligen matematiker till yrket'S och gjorde 1879 en jimforelse av marknadens geometrilirobdcker
med slutsatsen att Euklides Elementa fortfarande var bést ... ). D4 skall man emellertid betéinka att
den klassiska geometrin faktiskt var ett universitetsimne (och inte alla gick till Oxford eller Cambridge!),
inda fram till 1800-talets andra hélft, da den flyttades ner till gymnasiet! 7

A andra sidan, var det kanske vanligare med tonarsstudenter forr i tiden?

Det dr vanskligt med alltfor langtgaende historiska jamforelser:

”Pa Newtons tid, var kunskaper i matematik forunnat ett fatal.

Chefen for Londons hamn, &mbetsman Samuel Pepys, tyckte att han ocksa borde ldra sig

och studerade tva timmar varje dag i flera ars tid. Vad var det han forsokte lidra sig?

Jo, multiplikationstabellen!

Idag kan de flesta elever ldra sig multiplikationstabellen utan stérre vandor och det beror pa att

de far vixa upp i en kutur som dr mycket mer matematisk och naturvetenskaplig &n pa Newtons tid.
Detta menar lirarutbildaren, matematiklektorn Mats Martinsson i Goteborg.” '8

16 Att Hiaggmark pa sid.117 kallar honom ”barnboksforfattare” ir alltsa missvisande!
17J.L.Heilbron, Geometry Civilized, Oxford, 1998
18 Universitetslararen, 1997:5
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Den nya matematiken (1960-talet)

Om vi inskrianker perspektivet till 1900-talet, sa dr det dock ovedersigligt att

den klassiska geometrin utgjorde en mycket storre del av skolkursen i matematik tidigare,

men utmonstrades helt i samband med den ”nya matematikens” intag pa 1960-talet.

Det giller inte enbart Sverige utan dven de andra vistléinderna.

Det méaste vara den vagen Higgmark asyftar i sitt forord med ”...de ar da geometri

dgnades ett forstrott intresse och av méanga skolmén betraktades som ett omodernt #mnesomréade”.
(I bststaterna, dédremot, har geometrin atnjutit en fortsatt stark stéllning.)

En tanke var att Euklides geometri skulle ersittas av ett kraftfullare redskap, linjsir algebra!®.

More than anybody else, it is Dieudonné?® who is responsible for the decline in the teaching of geometry.
Dieudonné’s insistence on teaching linear algebra in senior secondary school as a substitute for pure
geometry made him pronounce in 1959 that ’Euclid must go!” The complete sentence he used reveals
even more completely the responsibility he bears: ’And if the whole program I have in mind had to
be summarized in one slogan it would be: Euclid must go!” For a number of reasons Dieudonné’s
words still affect the teaching of geometry in the West. Since some 25-35 years ago, specialized geometry
textbooks have disappeared. In mathematics textbooks, indeed, several aspects of geometry are presented
in connection with other topics, but since the beginning of the 1980s these topics have been mainly related
to calculating perimeters, areas and volumes. Exercises in the form of mechanical drills using ready-made
rules or ’formulas’ have become the main objective in teaching geometry. This has come to constitute
one of the main problems in mathematics education in Western countries today. 2!

Mingdlidran forsvann visserligen relativt snabbt, men geometrin har aldrig riktigt ”aterhémtat sig”,
dven om de allra mest grundliggande satserna aterkommit till gymnasiekurserna under 1990-talet.

9HiH #r inte ensam om att erbjuda en kurs med namnet Geometri och linjir algebra.
20 Jean Dieudonné (1906-1992), fransk matematiker, medlem i den grupp som blev kiind under pseudonymen Bourbaki.
21 George Malaty, Eastern and Western mathematical education: unity, diversity, and problems,

International Journal of Mathematical Education in Science and Technology, 1998, no.3, pp.421-436.
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Hur gangbar dr Euklides idag?

Floden av geometrildrobocker 71 Euklides anda” har inte sinat — den kanske senaste i Sverige ér
Goran Lindahl, Fuklides geometri, Natur och Kultur, 1987
I sitt forord framhaller Lindahl (f.1925) foljande syften/fortjéinster med en kurs i euklidisk geometri:

1) Ge insikter i geometri;
2) Ge 6vning i logiskt tdnkande;
3) Ge insikt i hur ett formellt system &r uppbyggt med axiom och definitioner.

"Det &r min férhoppning att denna bok ska stimulera till arbete med geometriska bevis i skolan. Enligt
min erfarenhet finns det inget omrade av matematiken som s& starkt bidrar till en okad forstaelse av
matematiska samband som just geometriska bevis. Den kombination av string logik och konkreta bilder,
som forekommer vid genomférandet av geometriska bevis, ger utmérkta tillfdllen til 6vning i tankereda.”

Lindahl gar igenom inviindningar mot undervisningen i den axiomatiska euklidiska geometrin,
for att komma underfund med hur denna kunde aka ut fran skolkursen sé raskt och litt,
sa hittar han egentligen ingen annan ”ursidkt” #n att den ... upplevts som svar.
Han har medhéll av historikern Heilbron:

Studenter har svart att anamma bevisandan, eftersom behov och syfte inte #r uppenbara.
Beviset for detta pastaende foljer fran det faktum att alla andra klassiska civilisationer —
Egypten, Mesopotamien, Indien, Kina — hade praktisk geometri,

men ingen behandlade den som en deduktiv vetenskap.

Studenter skall inte bli otaliga, om de inte genast fattar poéingen med bevisresonemang,.
Hela civilisationer missade posingen helt och hallet. 22

22J L.Heilbron, Geometry Civilized, Oxford, 1998; min dvers.
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Debattinliigg fran Ann-Marie Martensson-Pendrill, prof. i teoretisk atomfysik, Goteborg,
http://fy.chalmers.se/~f3aamp/veta/pyth.html, publicerat i Ndmnaren, 1999, nr.4:

Matematik — en naturvetenskap?

The development of Western Science is based on two great achievements:

the invention of the formal logical system (in Euclidean geometry) by the Greek philosophers, and
the discovery of the possibility to find out causal relationship by systematic experiment (Renaissance).
In my opinion one has not to be astonished that the Chinese sages have not made these steps.

The astonishing thing is that these discoveries were made at all. (Albert Einstein)

Haller en av de pelare som bér upp visterlindsk vetenskap pé att vittra bort ?
Kommer niista generation att fortfarande forsta kraften i ett matematiskt bevis?
Haller vi pa att tappa bort var historia?
Under hosten 1999 har jag haft glidjen att fa mota
tre studentgrupper under deras forsta vecka vid universitet /hgskola:
En grupp med inriktning mot naturvetenskaplig utbildning,
en blandad grundskoleldrargrupp och en Ma-No-ldrarstudenter.
De fick i uppgift att besvara nagra fragor "Hur vet vi att...”, som jag utnyttjat nagra ar.
Ny for i ar var dock punkten ”... att Pythagoras sats ér sann”, inférd efter att en matematiker
gjort mig uppmirksam pa att studenter inte alltid ser skillnad mellan matematik och naturvetenskap.
Resultatet var omskakande. Av de studenter som hann svara pa fragan
svarade c:a 2/3 nagot i stil med att man vet det efter att ha provat pa manga olika trianglar.
Kanske dnnu mer forvanande var nagra svar ”ingen har dnnu bevisat att den &r falsk”.
Poppers "falsifierings-kriterium” har tydligen slagit igenom, éven dér det inte borde gora det!
Endast en minoritet av studenterna har alltsd angett "bevis” som 6vertygande argument for Pythagoras’ sats.
(Nagon minns sin ldrares stora gliddje efter en lektion d& han lyckats bevisa Pythagoras sats’ pa tavlan!)
Den Euklidiska geometrins stillning i skolan har férsvagats under en lang tid.
Att kunna konstruera figurer med hjélp av passare och linjal upplevs ofta som mycket stimulerande,
men den praktiska nyttan av denna kunskap har naturligtvis minskat
genom tillkomsten av ldttanviinda ritprogram for datorer.
Datorévningar med t.ex. Geometer’s Sketchpad dr utmérkta hjilpmedel for att
uppticka samband genom systematiska experiment — men ett visentligt steg maste vara att
ocksa ta sig tiden att bevisa de samband dataskidrmen indikerar.
Att kombinera "hands-on” med ”"minds-on” #r viktigt bade féor matematik och naturvetenskap!
Missunna inte néista generation den intellektuella glidjen 6ver matematiska bevis!

e Anm. Ligg miérke till att engelskan har olika ord for bevis :
Inom matematiken anvinder man proof, inom naturvetenskap — evidence.

Varfor "passare och linjal"-konstruktioner 7

Om det dr som Higgmark skriver — att kunskaper om geometriska konstruktioner

kan komma till pass, nidr man tapetserar och méblerar hemma — s& bral

Jag anser att konstruktionsproblemen har existensberittigande av ett annat skél:

som ¢vningar pa att tillimpa de geometriska satserna baklinges, vilket kriaver en mera aktiv kunskap.
Exempel: Om man har en romb given, sa ér det inte svart att inse att diagonalerna dr bisektriser till hornvinklarna.

Detta kan nu anviindas, om man har en vinkel given och vill dra bisektrisen:

konstruera forst en romb med den givna vinkeln som en av vinklarna och dra sedan diagonalen!

Det séger sig sjilvt att det andra problemet dr svarare —

det giller att sjilv ”uppfinna” romben i en situation, déir den inte finns!
Som matematiklirare har man ett ansvar att motarbeta missuppfattningen

att matematik skulle handla om att rikna efter recept —

det gor vara elektroniska maskiner mycket snabbare och séikrare nufértiden —

ménniskor behovs i situationer didr uppenbara losningsrecept saknas.
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VINKLAR

Vara axiom

Visentlig terminologi

e Forkortningar for "vinkel": £, Z alt. A
({BAC alt. ZBAC alt. ABAC ifiguren nedan)

o Vertikalvinklar #r lika stora: e Bisektris kallas en rit linje genom en vinkels spets,

som delar vinkeln i tva lika stora vinklar.

C
a B
a=0 D
e Vid parallella linjer &r alternatvinklar
(och ddrmed dven likbeldgna vinklar) lika:
(v och B kallas alternatvinklar, o och 5 —likbeligna)
A B
a” , AD &r bisektris till L BAC

da LBAD = £CAD

e Normal till en linje ¢ kallas
en linje som skéir ¢ under rét vinkel.
B Skirningspunkten kallas normalens fotpunkt.

e Mittpunktsnormal till en stricka AB ér
en normal till linjen AB, som
har sin fotpunkt i mittpunkten pa strickan AB.

£ och m parallella = a =0

e Omviindningen till foregaende dr ocksa sann:

a = § = fochmir parallella Ae B

e Parallella linjer definieras som
(réita) linjer utan nagon skérningspunkt.

I vardagslivet téinker man vil oftast pa linjer,
mellan vilka avstandet dr detsamma,
oavsett var man maéter,

men detta dr svirare att precisera matematiskt.

I den icke-euklidiska geometrin
dr parallellitet och konstant avstand olika saker!

e Symbol for parallellitet: ||

¢ || m betyder att

¢ &r parallell med m
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ortogonal mot = vinkelrdt mot
Ortogonala linjer
dr linjer som &r vinkelridta mot varandra.

e Symbol for ortogonalitet: L

¢ L m betyder att

¢ och m &r vinkelrdta mot varandra



Mindre visentlig terminologi

Sidovinklar, komplementvinklar, supplementvinklar,
vertikalvinklar, likbeldgna vinklar, alternatvinklar,
transversal, ...

For det mesta klarar man sig utan dessa ord ,

om man bara ritar en figur (och det gér man vil giirna).

Det finns nog ldrobécker som #gnar oproportionerligt
mycket uppmérksamhet at termer — kom ihag att

Terminologi &r inget sjélvindamal !

(Det viisentliga &r att komma fram till satserna,
som siiger vad objekten har for egenskaper!)

Komplement-/ supplementvinklar ar
vinklar med summan 90 ° resp. 180°
och for det mesta dr det lika enkelt och bra att sédga sa.
Anm. Det &r fran komplementvinkel som
forstavelsen co i cosinus och cotangens kommer:

. ™
CoOsTr = SsIn 5 — T

o (3o
cotr = an|{——=x
2
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1. Till en vinkel uw och dess sidovinkel v

(Tva vinklar, som har ett ben gemensamt
medan de andra tva benen tillsammans
bildar en rit linje, kallas sidovinklar.)

dras bisektriserna by och by :

b,

Hur stor ér vinkeln mellan b1 och by ?

2. Hur maste tre rita linjer i ett plan
ligga i forhéllande till varandra,
for att det inte ska bildas nagon triangel 7



Vinkelsumman i en triangel

Matematiken #r ibland som en stor stad —

man kan komma fram till en och samma slutsats /

ett och samma stélle / langs olika viigar.

Just for en ldrare dr det ofta virdefullt

att kiéinna till mer dn en vig till ett och samma mal.
[Haggmark, sid.30] radar upp inte mindre #n

fem idéer om hur man kan demonstrera

att vinkelsumman i en triangel &r 180 °.

Jamfor och ev. kommentera!

3.
4.

Mait vinklar med gradskiva och addera.

En modern variant av foregaende

kan man idag hitta pa www:

Ett datorprogram later dig

flytta pa ett triangelhérn m.h.a. musen.
Vinklarna riknas ut pa nolltid av maskinen
och summan redovisas for dig: 180.0 °.

Rita och klipp ut en papperstriangel.
Klipp ut hornen och ldgg dem intill varandra.

"Vik ihop"-demonstrationen i hogerspalten.

G4& runt med en penna léngs triangelns sidor.

Vrid den lika mycket som resp. vinkel vid varje horn
(Stall framéndan i hornet och vrid bakéindan, sa att
framénda byts mot mot bakinda vid varje horn.)
och konstatera att pennan vridit sig 180 °,

nér den kommit tillbaka till utgangsliget.

Modifikation av féregaende:

G& med pennan runt triangeln, men

14t spetsen hela tiden peka i gangriktningen
Rékna pa hur mycket du svéinger vid varje horn
och hur mycket totalt.

. Euklides bevis, som bygger pa parallellaxiomet:

Genom C' dra en linje parallell med AB.

A

Alternatvinklar vid parallella linjer &r lika,
s& man far vinklarna o och § vid sidan om ~ vid C.
Men summan av de tre vinklarna vid C' &r 180°.
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. ("Vik ihop"-demonstrationen)

Rita en stor triangel ABC.
Klipp ut triangeln. Bestdm genom métning
mittpunkterna D och E pa AC resp. BC.

C

A

Vik triangeln lings DE.
D& kommer C att falla i en punkt F' pa AB.

| |

| |

| |

| |

| |
G FH

Tag reda pa mittpunkten G pa AF
och vik papperstriangeln kring GD.
D& kommer A att sammanfalla med F.

D E

G F H

Tag reda pa mittpunkten H pa BF
och vik papperstriangeln kring F H.
Da kommer B att sammanfalla med F.

D E

G F H

Vinklarna «, 8 och ~
utgor tillsammans ett halvt varv, d.v.s. 180°.

Observera att resonemanget innehaller
nagra obevisade pastaenden:

"D4 kommer ... att falla / sammanfalla ...”).
Hur forklarar du att de &r sanna ?



10. Vad ér det for fel pa foljande "bevis” for att

vinkelsumman i en godtycklig triangel &r 180 °7

Infor

x = vinkelsumman i en godtycklig triangel.
Lat ABC vara en sadan.

Tag en punkt D pa sidan AB

och betrakta vinkelsummorna i

dels ABC, dels deltrianglarna ACD och BCD.

C

£LACB+ ABAC + L{ABC =
£LACD + LCDA+ ADAC =
£BCD+ £CDB + £DBC

Addera de tva senare ekvationerna
under utnyttjande av

LACD+ £BCD = A{ACB
LCDA+ £CDB = 180°

sd fas:

LACB +180° + L BAC + LABC = 2z
rz+180° = 2z
r = 180°

I efterfoljande uppgifter far du gérna utnyttja
(dven om vi, &n sa linge, inte skrivit upp det
vare sig som sats eller axiom)
den villbekanta basvinkelsatsen :

en triangel dr likbent <= vinklarna vid basen &r lika,

11. Bevisa yttervinkelsatsen:
En yttervinkel till en triangel &r lika med
summan av de motstaende inre vinklarna:

0=a+p

12. Visa att « = i figuren nedan

13. Linjerna AB och CD #r parallella,
QR #r bisektris till APQB
PR ir bisektris till AQPD.
Visa att PR 1 QR
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14.

15.

16.

17.

I en likbent triangel PRS dr vinkeln P = 48°.
Bisektrisen till P skiir sidan RS i punkten 7.
Hur stor ér vinkeln PTR?

(OBS! Fragor har inte alltid entydiga svar!)

Bisektriserna til vinklarna A och B i triangeln ABC
skir varandra under vinkeln 120 °.
Hur stor ér vinkeln C' ?

C

120°

Forklara varfor alla konvexa (se 6vning 30)

(a) fyrhorningar,

(b) m-horningar

har samma vinkelsumma. Hur stor dr den?

Minst tva alternativa resonemang finns.
(OBS. hur mycket effektivare

ett resonemang kan vara #n idogt métande:
vet man vinkelsumman i en triangel,

sa kan man i ett slag sluta sig till
vinkelsumman i en n-hoérning!)

Om manghorningen inte &r konvex ?

I en regelbunden manghorning dr definitionsméssigt
vinklarna mellan intilliggande sidor lika stora.
Hur stora &r dessa vinklar

(a) i en regelbunden 7-horning ?

(b) i en regelbunden n-horning ?

18. En bat gar ritlinjigt fram med en fart av 3 knop??.
Da man passerar en viss punkt R,
miéits vinkeln mellan fardriktningen
och riktningen mot ett sjomérke S, snett framfor.
Sedan vidntar man pa att den vinkeln férdubblas.
Ség att det intrédffar 20 min senare, i punkten 7.
P& vilket avstand dr man da fran S,
d.v.s. hur langt dr det fran T till S 7

19. For tredelning av en given vinkel konstruerade
Blaise Pascal (1623-1662) foljande instrument :

K

Har ér FF = FG = GH.
Lankarna F'G och GH #r vridbara i F' och G.
Punkten H glider i ett spar utefter linjen HL.

Vilken vinkel &r 1/3 av vilken?
20. T en triangel dras héjderna mot tva av sidorna

samt bisektrisen till vinkeln mellan dessa sidor.
Hojderna skir bisektrisen under lika vinklar !

21. Givet en triangel med kdnda vinklar.
Betrakta mittpunktsnormalerna till tva av sidorna.
Ar det sikert att de skéir varandra?

Om ja, vad kan du séiga om skéirningsvinkeln ?
22. T en triangel &r tva av hojderna

minst lika ldnga som sidorna de #r dragna mot.
Hur ser triangeln ut ?

23. Ar det sikert att mot en lingre sida i en triangel
alltid ligger en storre vinkel? Forsok utreda m.h.a.

(a) basvinkelsatsen, alt.

(b) trigonometri.

24. Hur &r det med omvindningen
till pastaendet i foregaende fraga?
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231 knop = 1 distansminut / timme
1 distansminut = 1852 meter



25.

26.

27.

28.

Lat ABCD vara en parallellogram. 29. Summan av vinklarna A, B,C, D, E

Dra bisektriserna till de fyra vinklarna. dr densamma for alla s.k. pentagram —
Det bildas d& en fyrhorning, kalla den K LM N. femuddiga ”stjdrnor” som i figuren nedan:
Vad kan man siga om den? E

(Forts. pa foregaende /\

som kanske kriver trigonometri.) o B
Hamnar K, L, M, N alltid innanfor ABC D?

Om inte,

for vilka parallellogrammer gor de inte det?

For vilka parallellogrammer A b

blir KLM N en kvadrat?

For vilka parallellogrammer Hur inser man det

degenererar K LM N till en punkt? och hur stor &ér vinkelsumman ?

Linjen AC #r bisektris till vinkeln BAD. 30. Kan en konvex manghorning

Striickorna AB, AC och CD ér lika langa. ha fler &n 3 spetsiga vinklar 7

Hur stor ér vinkeln D ? Avgor utan métningar! (En plan eller tredimensionell figur

A kallas konvex, om
nérhelst tva punkter P och @ ingar,
s& dven alla punkter pé strickan PQ.)

31. Visa att for varje n > 3 finns en konvex
manghorning med exakt 3 spetsiga vinklar.

(Tips: Induktionsbevis.)

32. Bisektrisen till £A och bisektrisen till yttervinkeln
B C D vid B i triangeln ABC skéir varandra i D.
Genom D dras en parallell till AB.
Denna skiir AC' och BC' i L resp. M.
Antag att lingderna AL och BM #r kinda.

ABCDE i#r en regelbunden femhorning Uttryck i dem lingden LM.
(de fem sidorna #r lika langa och
vinklarna dem emellan &r lika stora). C
BF ir bisektris till vinkeln ABE. L M D
Bestédm, utan métningar, vinkeln CBF'.
A
A B
B F
33. Som foregaende, men antag nu att
E ABC ar liksidig och dess sida ér kind.
C
D
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34.

35.

36.

Lat ABC vara en godtycklig triangel och 14t

FE och D vara punkter pa sidorna AC resp. BC.
Punkten F' inuti triangeln dr sddan att

AF och BF ir bisektriser till

ALCAD resp. L{CBE.

(a) Visa att
LAEB + LADB = 2{AFB

(b) Ar likheten sann da,
F eller D sammanfaller med C?

(c) Ar likheten sann da E och D ligger pa sidornas
forlingningar bortom C?

I triangeln ABC dr D en punkt pa sidan AC
sadan att AD = AB. Det giiller att

LABC — LACB =30°

Hur stor ar LCBD ?

En aker i form av en polygon med omkrets p
har kring sig ett staket pa avstandet 1.
(D.v.s. for varje punkt pa staketet,
betraktat som en kurva i ett plan,

#r avstandet till ndrmaste dkerpunkt 1.)

Hur langt dr staketet?
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37.

38.

39.

40.

41.

For triangeln ABC &r (o = LA, 8= 4B, v = ZC)
B—a=30°

D en punkt pa AC sa att CD = BC.
Hur stor ér ZABD ?

Fran hornet A 1 AABC dras normalen till
vinkeln B:s bisektris. Lat D beteckna fotpunkten.
Genom D dras den linje som ér parallell med BC.
Visa att den skéir sidan AB i dess mittpunkt.

I den likbenta triangeln ABC (AC = BC)

dr D och F punkter pa sidorna AB resp. BC),

sd att &ven CDE é&r likbent (CD = CE)

Vilket samband rader mellan ZACD och /BDE ?

En dag ldt man ett flygplan starta

fran var och en av stéiderna i ett land.

Varje flygplan flog till ndrmaste stad.

(Avstanden var samtliga olika sinsemellan, s&

varje stad hade ett entydigt bestédimd nirmaste grannstad.)
Nér alla plan landat, visade det sig att

i ingen stad hade fler &n 5 flygplan landat.

Visa att detta inte #dr nagon tillfallighet —

det dr omgjligt att fler &n 5 flygplan landar

i en och samma stad under de hér férutsidttningarna.

Triangeln ABC &r trubbvinklig

och likbent, AB = AC.

Punkterna D och E ligger pa sidorna BC resp. CA,
s& att AD och DFE delar in ABC

i tre likbenta deltrianglar, ABD, ADE och CDE.
Hur stora vinklar har triangeln ABC 7



Sfariska trianglar

For att inse att fragan om vinkelsumman i en triangel inte dr trivial, behover vi nog ett kontrastexempel.

e Skulle man kunna prata om trianglar pa ytan av en sfiar? Vad skulle det vara for figurer i sa fall?

En vanlig plan triangel kan séigas vara en sammanséittning av tre raka linjestréickor.
Om vi kunde se nadgon motsvarighet till raka linjestrickor pa sfiaren, sa skulle vi ha ett forslag.

e Finns det nagon egenskap som ir karaktéristisk for réita linjestrickor i ett plan
och som &r relevant dven for krokta kurvor pé en krokt yta som sféren?

Den rita linjestrickan dr den kortaste vdgen mellan tva punkter i ett plan.

Uppenbara kandidater for rollen som ”raka striickor” &r alltsa losningarna till problem av typen
”Givet tva punkter pa en krokt yta, bestdm den kortaste vigen mellan dem lings ytan

(d.v.s. den kurva som ligger i ytan, sammanbinder punkterna och har kortaste mojliga lingd).”
Den matematiska termen for sddana kurvor dr: geodetiska linjer.

e Vilka éir da de geodetiska linjerna pa en sfir? Givet tva punkter pa en sfiir,
hur skall man forflytta sig mellan dem lings sfiren sa att viigen blir sa kort som mojligt?

Denna fraga later sig nog inte utredas riktigt med enbart elementéir matematik?*,

men svaret dr enkel att formulera (och har vil varit erfarenhetsméissigt kéint linge):

Man skall rora sig léings en storcirkel,

d.v.s. skirningen mellan sfiren och ett plan genom sfirens medelpunkt.

(Jordens ekvator och meridianerna #r storcirklar, om vi betraktar jorden som en perfekt sfir.
Polcirklarna ér det déremot inte.)

Notera att storcirklarna delvis uppfyller d&ven en av Euklides postulat foér linjer:
Genom tva olika punkter pa en sfiir, sa gar det en storcirkel.

D4 &r var definition av en sfirisk triangel klar:
tre punkter pa sfiren, sammanbundna med storcirkelbégar.

e Skulle vi kunna sétta ut métetal pa vinklarna i en sfirisk triangel?

Som vinkeln mellan tva krokta kurvor i en punkt dér de skir varandra kan vi betrakta
vinkeln v mellan deras tangenter. D& har vi reducerat problemet till vanlig vinkelmétning!

For storcirklar pa en sfir dr denna densamma som vinkeln mellan storcirklarnas plan.

42. Betrakta sfiriska trianglar med ett hérn i "nordpolen” och tva pa ”ekvatorn”.
Vad ér vinkelsumman i sadana trianglar?

43. Se hogra figuren ovan.
Tvéa storcirklar bestémmer en s.k. méne (eng. lune; den krokta ytdelen av en ”apelsinklyfta”).
(Egentligen fyra, parvis lika stora, manar kan vi urskilja i figuren.)

Hur stor andel av hela sfirens area utgor en mane med vinkeln v radianer?

24E]ementdr matematik = matematik utan derivator och integraler.
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e Area av krokta ytor ér ett inte sa enkelt begrepp, som i allménhet ocksa kréver integralkalkyl,
men for att diskutera arean av delar av en sfidr som begrinsas av storcirklar, ricker det med f6ljande:

— Arean av en hel sfir med radien R #r 47 R2.
— Arean av en union av icke 6verlappande ytor dr lika med summan av deras areor.
— Arean av kongruenta ytor (som kan 6verforas i varandra genom forflyttning i rummet) ér lika.

— Arean av en mane med vinkeln v radianer dr 2R2v

Med hjilp av ovanstaende kan vi visa:

Girards formel 2°For sfiriska trianglar, pa en sfir med radien R, giller sambandet
arean = R? (vinkelsumman — 7)

OBS! Vinkelsumman i sfiriska trianglar #r alltsa alltid > m,
och hur mycket stérre — det beror pa triangelns storlek!

Bevis (av Euler, 1781): (Se ev. http://math.rice.edu/~pcmi/sphere/gos4.html
Dar kan man rotera en sfir och titta pa den fran olika hall.)
Det ér ingen inskrinkning att anta att triangeln ligger inom en halvsfir:
En storre triangel kan vi stycka upp i tva deltrianglar,
savil arean som (vinkelsumman — ) dr additiva storheter
och salunda, om sambandet stimmer for delarna, s méste den stimma #ven for helheten.
Obs. att varje sfirisk triangel ABC har en lika stor ”spegelbild” A’ B’'C’ pa sfirens "motsatta” sidan.2°

Tva storcirklar som bestdmmer en av triangelns vinklar,
t.ex. BAB'A" och BCB'C’,

bestdmmer tva icke dverlappande manar:

en som innehéller var triangel, BAB'CB,

och en som innehaller triangelns spegelbild, BC'B'A’B

Vi betraktar nu unionen av tre manar,

en for varje triangelvinkel, som valts sa att
tva av manarna innehaller var triangel,
medan den tredje innehaller dess spegelbild,
t.ex. ABA'CA, BCB'AB och CA'C'B’'C.

Denna unions area ér 2-vinkelsumman -R2.

A andra sidan tiéicker den en halvsfir, varav var triangel tva ganger,
samt var triangels spegelbild (som tillhér den andra halvsfiiren).Alltsa

2 - vinkelsumman - R? = 27 R? + 2 (triangelns area), V.S.B.

44. Hur kan man av formeln ovan se att
det inte kan vara litt for lantmiitare att uppticka att vinkelsumman skulle vara > 7w 7

45. Ar parallellpostulatet sant i den sfiriska geometri vi givit oss in pa ovan?

25Efter Albert Girard (1595-1632) som 1626 publicerade en bok om trigonometri.
268pegling i sfirens medelpunkt: givet en punkt P pa sfiren, dra linjen genom P och sfirens medelpunkt — denna
diameterlinjes andra skirn.punkt med sfiren dr spegelbilden av P. P& engelska kallas avbildningen the antipodal map.
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Om vinkelsumman utan parallellpostulatet

e Varje bevis for att vinkelsumman i en vanlig triangel ér exakt 7
visar sig krédva nagot antagande som #r ekvivalent med parallellpostulatet.
Redan Euklides intresserade sig emellertid fér hur langt man kan komma utan det och i sats 1.16 visar han att
de ovriga postulaten ensamma medfor foljande svaga variant av yttervinkelsatsen:

varje yttervinkel &r > var och en av de tva inre motstaende vinklarna

(Yttervinkelsatsen &r ju skarpare &n det hir, men dess bevis
utnyttjade att vinkelsumman i triangeln dr exakt m, vilket i sin tur utnyttjar parallellpostulatet.
Poingen hir #r att vi far ihop ett bevis som &r oberoende av parallellpostulatet!)

A E
Bevis: Lat ABC vara en godtycklig triangel,

och D — nagon punkt pa forlingningen av strickan BC.

Vi vill visa att LACD > LBAC. M

(Det récker,

ty samma resonemang efter forlingning av AC' till D’

ger att LACD’ > LABC,

men LACD’ = LACD som vertikalvinklar.) B C D

Lat M vara mittpunkten pa AC och forling BM till E, sa att M blir mittpunkt pa BE.
Nu kan man med stéd i svaret till fraga 79 — om diagonalerna i en fyrhoérning skir varandra i mitten, si méste
fyrhorningen vara en parallellogram — dra slutsatsen att

£LACD > LACE = £BAC

46. Aven i denna fraga glom parallellpostulatet och dirmed att vinkelsumman i en triangel = 7.
Visa att foregdende resultat implicerar att i alla fall summan av tvd vinklar i en triangel dr < 7.

47. Med hjilp av metod och resultat ovan, sa far man Saccheri-Legendres sats:
Om man utelimnar parallellpostulatet och stoder sig pa de 6vriga bara®”,
sa kan man dra slutsatsen att vinkelsumman i en triangel alltid maste vara < .

Motségelsebevis: Lat oss anta att vinkelsumman i en viss triangel ABC, dér vi valt beteckningarna si att
£ ABC &r minst, &r = s > 7. (Figuren ovan stédmmer inte i det avseendet, men den duger att titta pa dndal)
Som ovan drar vi en stricka BE, vars mittpunkt sammanfaller med AC':s mittpunkt.

(a) Triangeln BCE maéste ha samma vinkelsumma som ABC — varfor?
(b) Den minsta vinkeln i BCE #r < $£ABC, som var den minsta vinkeln i ABC.

Genom att upprepa den hiir proceduren n ganger

kan vi alltsa konstruera en triangel med vinkelsumma = s och minsta vinkel < LABC/2".

Om n &r tillriickligt stort, s& dr L ABC/2™ < s — m, och summan av dvriga tva skulle vara > .
Men detta motséiger resultatet i foregaende fraga! Alltsa finns ingen triangel med vinkelsumma > 7.

48. Om nu Euklides 6vriga axiom implicerar att vinkelsumman skall vara < m,
medan den for sfiriska trianglar visade sig vara > 7,
s& maste det vara négot i dem som inte stimmer i den sfiriska geometrin — ge exempel pa sadant!

2TDe fyra forsta samt Hilberts kompletteringar som berérdes pa sid. 15.
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TRIANGLAR

KONGRUENS

Ett forsta forsok till definition:

e Def. (version 1) Kongruenta trianglar kallar vi
trianglar som har samma form och storlek.

Later bra, men
ur matematisk synvinkel dr det alltfor oprecist.
Trianglars storlek och form karaktiriseras av
sex storheter: langden/storleken av

tre sidor och tre vinklar

e Def. (version 2) Kongruenta trianglar kallar vi
trianglar som har sidor och vinklar parvis lika.

For sikerhets skull, bor vi kanske dnda fortydliga
hur "parvis" skall tolkas.

e Def. (version 3, definitiv) Vi séger att

trianglarna ABC och K LM &r kongruenta
(alt. ABC ar kongruent med KLM)

och skriver detta kort
NABC = AKLM,

om det dr sa att

AB| = |KL|
BC| = |LM|
Ac) = |KM|

LABC = AKLM

ABCA = ALMK

LCAB = AMKL

e OBS. Bokstidvernas ordning ir visentlig!
Hornen skall svara mot varandra
i den ordning de dr uppskrivna!

49. Vad séiger man normalt om AABC,

om det dr sd att AABC =2 ABAC ?

50. Vad siiger man normalt om AABC,
om det #r sa att AABC =2 ABCA?

Vi kan nu fortsiitta att tinka pa och prata om kon-
gruenta trianglar som trianglar som har "samma form och
storlek" (men antar olika ligen i rummet — man kan téinka
att tva trianglar dr kongurenta om den ena kan 6verforas i
den andra genom forflyttning, vridning, spegling eller na-
gon annan operation som bevarar avstind och vinklar),
men vi vet nu vad vi menar med detta — att vissa sidor och
vinklar &r lika stora pa det sdtt definitionen foreskriver!

De sex likheterna #r inte oberoende av varandra —
det kan ricka att veta att tre av dem dr uppfyllda,
for att dra slutsatsen att dven ovriga tre géller!

De s.k. kongruensfallen ir sddana situationer.

Innan vi slar upp i nagon bok, lat oss fundera sjélva
forlitandes pa var geometriska intuition :

(Hiiggmark frangér hir sin laborativa angrepssiitt
och avslsjar allt redan i bérjan — litet dumt, kanske.)

Vilka sidor/vinklar ricker det att kiinna till
for att triangeln skall vara helt bestdmd
till form och storlek, d.v.s. for att
dven Ovriga sidor och vinklar skall vara bestdmda ?
Récker det att kinna till ...

51. ... de tre vinklarna ?

52. ... de tre sidorna ?

53. ... en sida och tva vinklar ?

54. ... tva sidor och en vinkel ?

55. ... tva sidor och mellanliggande vinkel

(d.v.s. vinkeln mellan dessa tva sidor) ?

56. ... tva sidor och nagon annan vinkel
#n den mellanliggande 7
Om inte, ser du nagot

enkelt tilliggsvillkor som siikerstéller kongruens 7

Om vi i resonemanget blandar in
andra triangelelement &n sidor och vinklar:
Riicker det att kiinna till ...

57. ... tva sidor och hojden mot en av dessa ?
58. ... tva sidor och hijden mot den aterstaende sidan?
59. ... en hojd och vinklarna

som denna hojd bildar med triangelns sidor ?

e Kongruensbegreppet har en generalisering till
godtyckliga figurer (punktméngder) — se sid.43.
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Léraren: Hur manga sidor har en triangel?
Eleven: Tva.
Lararen: 777
(Haller upp en triangel av papp
for att ”konkretisera”.)
Eleven: (fortydligar sig:)

Fram- och baksidan.



De tre kongruensfallen "Fjirde kongruensfallet"

De sex likheterna mellan sidor och vinklar Antag att for trianglarna ABC och A1 B,C}
pa foregédende sida &dr inte oberoende av varandra.

De fyra kongruensfallen |AB| = |A1 B

dr fyra fall da det ricker att veta att |BC| = |B1Cy|

vissa tre av de sex likheterna ér uppfyllda, LA=4LA

for att dra slutsatsen att dven ovriga tre géller.

.. o
De brukar betecknas Maste de vara kongruenta’

e Om det rakar vara si att

1:a kongruensfallet (SVS) (sida-vinkel-sida-fallet)

LA =4A =90°

AB=KL, {A=<LK, AC=KM ger Pythagoras sats att

2:a kongruensfallet (SSS) (sida-sida-sida-fallet), |AC| =b= a2 — & = /a% & =b = |40

3:e kongruensfallet (VSV) (vinkel-sida-vinkel-fallet)

60.

61.

62.

63.

AB=KL, BC=LM, AC=KM
och vi har kongruens enligt SSS-fallet.

(Déremot gar det inte att aberopa SV S-fallet,
da det inte dr mellanliggande vinklar som #r lika.)

Men skulle det inte duga med

AB =KL, 4£A=4LK, «B=4I, (t.ex.) 89° eller 91° i stéillet for 90° ovan ?

alt. £C =AM,
e Om vi ténker oss A1 B1C1 "lagd ovanpa" ABC,

Vi tar de fyra kongruensfallen som axiom. s att Ay B, sammanfaller med AB

I en triangel #r sidorna a, b resp. c. och A;Cy pekar at samma hall som A—C>’ , kommer
Man vet att a # b # c. C och C att ligga pa samma strale fran A.
Kan man pasta att triangeln inte &ér likbent ? Fragan kan da formuleras:
Om C och C; dr tva punkter pa en strale
Tva trianglar har sidorna a, b, ¢ resp. a1, by, cq.

som ligger lika langt fran en tredje punkt B = By,
Man vet at‘E ajé ai, b.;«é b1 och ¢ #c1. maste di C = Cy ?

Kan man pasta att trianglarna inte #r kongruenta? o

Naturligtvis inte : C' och C; kan vara

Fran en punkt pa en cirkel spegelbilder av varandra

avsitt radien upprepade ganger med en passare. i den normal till stralen som gar genom B.

Det forefaller som om delningen gar jimnt ut.

Stammer detta exakt? Alltid? e Men obs. att i ett sddant fall &r AC och ACy

- av olika typ: den ena trubbig, den andra — spetsig.
Ar foljande ett acceptabelt bevis for

tredje kongruensfallet utifran det forsta fallet ? Om ytterligare information ger att
Antag AB = KL, {A= KK, {B = 4L. AC och ACy dr av samma typ
Avsiitt D pa stralen AC sa att AD = K M. maste trianglarna vara kongruenta.

Da dar AABD =2 AKLM enligt forsta fallet.
Déarmed LADB = LA KML.
Det medfer att C och D sammanfaller.

e S3 #r fallet — AC och AC ér av samma typ —
om AA och AA; &r storsta vinklar i sina trianglar —
nédst storsta vinkeln i en A kan inte vara trubbig.
(Speciellt géller detta om AA = AA; =90° —

Standarbeteckningar for trianglar:

en rit vinkel dr alltid storst i sin triangel.)

64. "Fjiarde kongruensfallet"-problematiken

horn : A,B,C vid triangelsolvering:
sidorna(s lingder) : a,b,c En triangel har sidorna 17 resp. 12 lLe.
vinklarna : «, 3,7 och vinkeln mot den sistnimnda sidan &r 40 °.

hojderna : hg, o, he Beridkna ovriga vinklar.

varvid a, a, hg, ... dr den sida, vinkel, hojd...
som ligger mot hérn A, etc.
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Basvinkelsatsen

I en likbent triangel &r vinklarna vid basen lika stora:
(AC=BC)=a=¢

65. Euklides hade denna sats redan som nr 5
och av kongruensfallen hade han s& hir langt
formulerat och bevisat endast det forsta,

s& hans bevis fick inte aberopa de tva andra.

Sa hir gick Euklides bevis till:

c

H K

Tag en punkt H pa C'A:s forldngning.
Tag K pa CB:s forlingning sa att CH = CK.

(a) Visa att CAK och CBH #r kongruenta.
(b) Visa att ABH och BAK #r kongruenta.

(c) Av b) foljer nu att
NCAB = ACBA — hur?

Du kanske undrar,

om det verkligen skall behova vara sa krangligt?
Da dr du i gott séllskap. Det hir beviset

dr beromt i lirdomshistorien och har fatt namnet
asnebryggan (varvid "brygga" anviinds i sin dldre
betydelse av bro; lat. pons asini),

dels for att figuren ger associationer till en bro,
men ocksa for att manga elever stod som &snor
infér beviset — det var for langt och komplicerat —
"asnorna viigrade ta sig over bron / beviset.?®

66. De pedagogiska svarigheterna med Euklides bevis
gav upphov till flera forenklingsforsok:
Pa 1800-talet borjade man 6verga till foljande
"mera pedagogiska” alternativ:

[

A D B

a) Lat CD vara hojden ...
b) Lat AD vara bisektris till vinkeln A ...

28Enligt Svensk ordbok, 1986:
asnebrygga = liarobok eller liknande hjélpmedel for trog / obegavad
studerande (som i detalj forklarar dven rena sjélvklarheter)
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Men med denna "nya pedagogik" gjorde man sig
skyldig till den pa sid. 15 omtalade logiska féorsummelsen:
ingenting i Euklides axiomsystem séger att
hojden / bisektrisen behover skira linjen AB !

Sa det har genom aren funnits goda skil for eleverna
att betrakta bevisféringen inom geometriéimnet, som ett
spel med nagot oklara logiska regler ...

67. Basvinkelsatsen for tredje gangen:
Hitta ett kongruensbevis som &r
enklare #n alla ovanndmnda !

68. Formulera och bevisa med kongruens
omvindningen till basvinkelsatsen ovan.
(Ofta #r det hela ekvivalensen
som kallas for basvinkelsatsen.)

69. ABC i&r en likbent triangel med AC = BC.
D och F #r mittpunkterna pa AC resp. BC.
Hitta tre par av kongruenta trianglar i figuren.

C

70. Bevisa andra kongruensfallet m.h.a.
forsta kongruensfallet och basvinkelsatsen
(vars bevis alltsa inte kriver 2:a eller 3:e fallet)
och foljande figur:




Mittpunktsnormaler och bisektriser

e Givet tva punkter, A och B, i ett plan,
vilka punkter i planet befinner sig
pé lika stort avstand frén A som fran B?

X

Svar: Exakt de punkter som ligger pa
strickan AB:s mittpunktsnormal !

Obs. att pastaendet har tva delar:
(Lat M = mittpunkten pa AB
och kalla mittpunktsnormalen m.)

X e m = |AX| = |BX]|

Bevis:
X € m
[AM]| = |BM|
= MX gemensam
LAMX =90° =4ABMX
— AMX = BMX enl. SVS-fallet
= |AX|=|BX|
[ ]
|[AX|=|BX|=Xem
Bevis:
[AX| = |BX]
|AM| = |BM|
MX gemensam

AX] = |BX]
AMX =2 BM X enl. SSS-fallet
LAMX = {BMX
LAMX = ABMX =90°
M X #r mittpunktsnormal till AB
Xem

eyl

e median = en stricka som
forbinder ett triangelhorn
med motstaende sidas mittpunkt.

e Givet en vinkel AOB,
vilka punkter i planet befinner sig
pa lika stort avstand fran vinkelbenen £ och m ?

7

B m
Svar: Exakt de som ligger pa bisektrisen till AOB

Lat g beteckna bisektrisen, A och B — fotpunkterna
till normalerna fran X mot resp. vinkelben.

|AX| = |BX| = X €

Bevis:
|[AX|] = |BX|
|AX| = |BX]|
- OX gemensam
LOAX =90° = LOBX
= OAX 2 OBX enl. fjirde kongruensfallet
= KLAOX = £LBOX
= OX ir bisektris till AOB
[}
X € = |AX| = |BX|
Bevis

LAOX = LBOX
OX gemensam
£LOAX =90° = LOBX
= (OAX = OBX enl tredje kongruensfallet

= |AX|=|BX|

71. T en likbent triangel dr
toppvinkelns bisektris vinkelrit mot basen —
visa med kongruenta trianglar.

72. Visa att i en likbent triangel
4r medianen mot basen
savil bisektris som mittpunktsnormal.

73. Medianerna mot benen i en likbent triangel
dr lika langa.

74. Vad maéste gilla for en triangel for att
en bisektris ockséd skall vara median 7
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Omvindningen till en sats som har formen av en implikation

Matematikens satser har formen av antingen implikation eller ekvivalens :

implikation : Om X giiller, sa giller éven Y. (X ar forutséttning/antagande
X=Y Y &r slutsats)
ekvivalens : X giller da och endast d& Y giller.
(om och endast om)
X <Y, eg. en forkortning for X=YochY =X

Matematiker strivar efter att formulera sina resultat i formen av ekvivalenser??,

men tdnk pa att sddana egentligen ér ett system av tva implikationer,
s& bevisen kan ofta behova vara tvadelade — en for varje implikation.
Var noga med att halla koll pa, &t vilket hall implikationerna gar, nir det handlar om sadana!

Pythagoras sats kan exempelvis formuleras:
Beteckna en triangel sidor med a, b, c och vinkeln mot ¢ med . Da géller :

7=90°=a’+b* =
Med samma beteckningar kan vi emellertid stélla upp dven den omviinda implikationen
A+ b= =~y =90°

Sant? Ja, det #r det, men det dr inte Pythagoras sats — det d&r omvindningen till Pythagoras sats.
(Att egyptiska lantmétare konstruerade riita vinklar
genom att med ett rep bilda en triangel med vissa speciella proportioner mellan sidorna,
dr alltsd en illustration av omviindningen av Pythagoras sats, inte av sjilva Pythagoras sats!)
En rikning med cosinussatsen?? visar samtidigt savil Pythagoras sats som dess omvindning.
Men alla de bevis, som utgér fran en riatvinklig triangel, visar endast den forsta implikationen!

Differentialkalkylens anviindbarhet pa optimeringsproblem bygger pa foljande viktiga implikation:
For en deriverbar funktion f giller

f har lokalt maximum/minimum i x = a = f’ (a) =0
Hur lyder omvéindningen och #r den sann?

[’ (a) = 0 = f har lokalt maximum/minimum i z = a

Nej, den iir inte sann: motexempel ér f (z) = 2%, a = 0 (s.k.terasspunkt)
En annan implikation, vars omvéindning inte dr sann ar

f dr deriverbar = f dr kontinuerlig

29 Annars méste man ju minnas at vilket hall implikationspilen skall ga!
30som i sin tur kan hirledas fran skaldrproduktens egenskaper, utan hinvisning till Pythagoras sats!
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Kongruensfallen: 6vningar

For foljande pastaenden formulera bevis som bygger pa

— kongruens av trianglar,
—  tva linjer som skérs av en tredje ér parallella <= alternat-/ likbeléigna vinklar &r lika stora,
— resultat fran foregaende fragor.

Andra motiveringar kan ocksa vara acceptabla, men nu 6var vi oss pa kongruens!

75.

76.

7.

78.
79.

80.

81.

82.

83.
84.

85.

86.

87.

88.

89.

Om motstaende sidor i en fyrhdrning ér parallella (d.v.s. fyrhorningen dr en parallellogram),
sa maste de ocksa vara lika langa.

Omvindningen till satsen du bevisat i foregaende fraga ér ocksé sann.
(Forst: Hur lyder den omviindningen?)

(Larobocker brukar definiera romb som en parallellogram med lika langa sidor,
men det hér visar att det riacker med "en fyrhorning med lika langa sidor" —
en sidan fyrhérning méaste med nédviindighet vara en parallellogram.)

Om ett par av motstaende sidor i en fyrhorning ér sévil parallella som lika langa,
s& maste detsamma gilla dven det andra paret (d.v.s. fyrhorningen &r dterigen en parallellogram).

Diagonalerna i en parallellogram skiir varandra mitt itu.

Ar omviindningen till féregiende pastaende sann?

(En laborativ undersskning av denna fraga skulle kunna gi till s att man fiister tva pinnar i deras mittpunkter,
varierar vinkeln mellan dem och underssker om den fyrhérning pinnarnas éndar bestdmmer dr en parallellogram;
[Haggmark, 6vn.11.11]).

I vilka parallellogrammer ér diagonalerna lika langa?
Forsok hitta minst tva sitt att motivera ditt svar, varav det ena ér med kongruenta trianglar.

Diagonalerna i en romb skéir varandra under rit vinkel.
(En konsekvens av detta dr att rombens area kan fas som halva produkten av dess diagonaler.)

Hur ér det med omviéindningen till féregaende:
Om diagonalerna i en fyrhérning skéir varandra under rit vinkel, maste det rora sig om en romb?

I vilka fyrhorningar ér diagonalerna bisektriser till hérnens vinklar?

I fyrhorningen ABCD &r AB = AD och BC = DC.
Visa att mittpunkten M péa diagonalen BD ligger pé linjen AC.

7 Avstandet mellan tva parallella linjer dr detsamma oavsett var man méter det.”

D.v.s. lat £ och m vara tva parallella linjer, A; och As — punkter pa ¢, By och By — punkter pa m,
sa att A B skiir antingen £ eller m under rit vinkel och detsamma giller As Bs.

Visa att dd méaste A1 B; = A3 B>.

Forsok utnyttja foregiende resultat (det finns andra, rentav enklare alternativ) till att bevisa att
om diagonalerna i ett parallelltrapets &ér lika langa, sa maste trapetset vara likbent.

Hur kommer kongruensbegreppet in, nidr man hérleder att

arean av en parallellogram = (basen) - (htjden) ?

Kanterna pa en vanlig ograderad linjal kan uppfattas som parallella linjer.
Konstruera med en sadan linjals hjélp en rit vinkel.

Betrakta det gemensamma omradet till tva lika stora kvadrater,
som ligger i planet sa att den ena har ett av sina horn i den andras mittpunkt.
Vilka viirden kan detta omrades area anta, om man tar kvadraternas area som areaenhet ?
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Problem

Where there are problems, there is life.
A.A Zinoviev, The Radiant Future®! Andra fallet: D ligger utanfor AABC.

90. Hitta felet i foljande "bevis” for att A
alla trianglar skulle vara liksidiga:

Vi visar att AB = AC

for en godtycklig triangel ABC

I och med att resonemanget inte forutséitter négot
speciellt om sidorna AB och AC, sa ger det att dven
BA = BC (och CA = CB), och didrmed maste var
godtyckliga triangel vara liksidig!

Lat D vara skiirningspunkten mellan
bisektrisen till £ A och mittpunktsnormalen till BC.

C
Fran D dra normaler till benen AB resp. AC. B
Beteckna med F resp. F F
dessa normalers skiirningspunkter med resp. ben.
Vi har tva tdnkbara fall: e
Forsta fallet: D ligger innnanfor AABC' :
A
Da giller i stillet
AB = AE-EB
AC = AF-FC
I bada fallen méste emellertid gilla att
AE = AF,
F
E eftersom D ligger pa bisektrisen till A, samt
EB = FC,
B C
eftersom
D4 har vi foljande samband mellan stricklingder: D ligger pa mittpunktsnormalen till BC,
BD =CD
AB = AE+EB och trianglarna BED och CF D &r da kongruenta.
AC = AF+FC Alltsa AB = AC. V.S.B.

Hjarnan dannu i mig vrides,
ndr jag tinker pa Fuklides
och pa de trianglarna

ABC och CBA.

(Bellman)

31 Citerat i A.Gardiner, Discovering Mathematics.
The Art of Investigation, Clarendon Press, Oxford, 1987
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91. Hitta felet i foljande ”bevis” for att 7/3 = 7/4:

Lat ABC vara en likbent ritvinklig triangel,
AC = BC, £C rit.
Tag D sa att ABD blir liksidig, med C' inuti :

D

A B

Lat H vara den punkt pa BD for vilken BH = BC.
Lat K vara mittpunkten pa AC.

Dra linjen HK tills den skir AB:s forléngning i L.
Dra strickan C'L och kalla dess mittpunkt M.
Infor ockséd HL och dess mittpunkt N.

Dra mittpunktsnormalerna till HL och C'L

och beteckna deras skiirningspunkt med O.

O ligger pa motsatt sida om C'L jiamfort med D :
(Har ritat BH litet kortare for att fa plats med O.
En korrekt figur har H hogre upp, L niirmare A,
OM och ON nistan parallella och O lidngre ner.)

D

AOML = OMC enl. SVS-fallet.
Likasda AONL =~ ONH.
Darfor ar OC = OL = OH

Jamfor nu trianglar OBC och OBH.

Enligt konstruktionen &r BC' = BH.
Tillsammans med OC = OH ger detta att
trianglarna dr kongruenta enligt SSS-fallet.

Da ar alltsa LOBC = {OBH.

Men den férsta vinkeln dr 7/4,

ty ABC &r en likbent rétvinklig triangel, och
den andra #r 7/3, ty triangeln ABD ér liksidig.
Saledes 7/4 = /3.

92. I kvadraten ABC'D &r M och N
punkter pa sidorna C'D resp. BC, sa att

LAMN = LAMD

A dr fotpunkten av normalen fran A mot MN.

M
D C
A
N
A B
M
D C
A1
N
A B

(a) Visa att A; och B ligger
lika langt fran linjen AN.

(b) Beriikna A M AN.
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93. Triangeln ABC ir likbent, AC = BC,

94.

£ ar parallell med AB och skir AC i D.
g ér parallell med BC' och skiir AB i E.
M &r skiirningspunkten mellan ¢ och g.

C

Visa att AM = DE.

Utanpa sidorna till en parallellogram uppritas kvadrater.

Kvadraternas mittpunkter
sammanbinds till en fyrhorning :

Visa att denna fyrhorning ocksa dr en kvadrat.
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95. I parallelltrapetset ABCD ér

AB||CD, AB > CD
BC = CD
AC = BD

Lat S = diagonalernas skiirningspunkt,
M och N — punkter pa AD resp. AB, sé att

AM + AN = AB

(a) Uttryck LMSN i LASB.

(b) Visa att, om dessutom
NS||AD och £ASB = 108°,
sa& maste M sammanfalla med D.

96. Lat ¢ vara en cirkel och P en punkt utanfor.
Genom P gar tva tangenter till c.
Tangeringspunkterna kallas M och N.

Lat T vara en punkt pa den kortare av de tva bagar
som M och N delar cirkeln i.

Tangenten i T' skir M P och NP i K resp. L.

Uttryck

(a) omkretsen av AKLP i MP,

(b) arean av AKLP
i lingderna M P, KL och cirkelns radie r.



97. I fyrhorningen ABCD é&r

AM bisektris till LA, M € CD
DN hojdi AAMD, N € AM
MK &r hojd i AABM, K € AB
AN =NK

(a) Vad kan sigas om
vinklarna i fyrhérningen AKMD 7

(b) Lat DH vara hojd i AABD, H € AB,
och L — skiirn.punkten mellan
forlingningen till DN och AB.

D

A

Beridkna
AH

LK

98. I triangeln ABC, dir £C = 90° och AC < BC,

ir C'H och C'L hojd resp. bisektris fran C.
Ay ligger pa BC sa att A;C = AC.

M &r skdrningspunkten mellan AA; och CH.

c AL

A

Visa att CM = AL.
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99. Utanpa triangeln ABC' har man ritat

100.

likbenta rétvinkliga trianglar ACCY och BCCs
med hypotenusor CCy resp. CCs.

C,C7 och Cs ligger pa samma sida linjen AB.
Lat M = mittpunkten pa C7;Cs och

M; = mittpunkten pa AB.

(a) Berikna forhallandet mellan M M; och AB.
(b) Bestdm vinklarna i AABM.

Lat ABC vara en ratvinklig triangel med
hypotenusa BC' och AB < AC.

Med kateterna AC' och AB som sidor

uppritar man kvadrater AMNC och ABPQ,

s& att B blir en inre punkt pa striickan AM,

och A en inre punkt pa strickan C'Q.

Fran A, P och N drar man normaler mot linjen BC.
Kalla fotpunkterna A;, P; resp. Nj.

c N
1
A
A B_ Iy
P1
Q P

(a) Visa att P,N; = BC

(b) Visa att BN; > CN;

(c) Av b) foljer att det pA BN; finns en punkt K,
saddan att KN; = CN;.
Uttryck vinklarna i ABM K
ia= ACCNNl



LIKFORMIGHET

(Lagg mirke till analogierna med kongruens.)

Definitioner

o "Likformiga kallas figurer som har samma form."
Sa ténker man forvisso, men
det riicker inte som definition inom matematiken,
dér vi vill kunna rékna pa saker och ting.

e Definition for trianglar:

Trianglarna ABC och KLM
sidges vara likformiga och man skriver

ANABC ~ AKLM

nir det dr sa att

|AB|  |BC|  |AC|
|KL| |LM| |KM]|

LA =4AK
AB = 4L
£C =AM

101. For trianglar &r ovanstaende
(enl. andra likformighetsfallet — se viinsterspalten)

ekvivalent med Euklides kortare definition:

”Tva trianglar séiges vara likformiga
om motsvarande vinklar dr lika stora.”

men redan nér det géller fyrhorningar,
4r lika vinklar och

konstant lingdfsrhallande olika saker — ge exempel!

De tre likformighetsfallen

e De fem likheterna i definitionen av likformighet
dr inte oberoende av varandra.
De tre likformighetsfallen
ar tre fall da det rdacker att veta att
vissa tva av de fem likheterna ér uppfyllda,
for att dra slutsatsen att dven ovriga tre géller.

1:a likformighetsfallet Tva sidor i ena triangeln
dr proportionella mot tva sidor i den andra
och de mellanliggande vinklarna &r lika

fg‘:ﬁfg }:» AABC ~ AKLM
KL — KM

2:a likformighetsfallet Sidorna i ena triangeln
dr proportionella mot sidorna i den andra
AB  BC AC
— == ANABC ~ ANKLM
KL LM KM ¢
3:e likformighetsfallet Tva vinklar i ena triangeln
dr lika stora med var sin vinkel i den andra

ié_:ifg } — NAABC ~AKLM

4:e likformighetsfallet Tvéa sidor i ena triangeln
dr proportionella mot tva sidor i den andra, och
den mot den storre av dessa sidor staende vinkeln
i den ena triangeln &dr lika med motsv. vinkel i den andra.
(Har sjédlv aldrig stott mig pa detta fall.)

e Obs. analogin med de tre forsta kongruensfallen:
varje kongruensfall svarar mot ett likformighetsfall,
dér likhet mellan sidor byts ut mot att
sidorna &r proportionella.

Kongruens kan séigas vara
specialfallet av likformighet
da sidoférhallandena dr = 1.

o Aven likformighetsfallen accepterar vi som axiom.
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Kongruens och likformighet allmént

e Tva punktméngder siges vara kongruenta, om

102.

man kan lata dem svara mot varandra punktvis,
sa att avstandet mellan tva godtyckligt valda
punkter i den ena méngden #r lika med avstandet
mellan motsvarande punkter i den andra.

Tva punktméngder séges vara likformiga,

om vi kan para ihop deras punkter sa att
avstandet mellan tva godtyckligt valda punkter

i den ena (foremdlet) multiplicerat med ett tal k > 0
#r lika med avstandet mellan

motsvarande punkter i den andra (bilden).

Talet k£ (som alltsa ér samma,

oavsett vilket par vi viljer) kallas (lingd)skalan.

Alltsa #r kongruens detsamma som
likformighet i skala 1.

Att definitionerna inte séiger nagot om vinklar,
beror pa att

vinklarna dr helt bestimda av avstanden —

det foljer av andra kongruens-7 likformighetsfallet
(alt. cosinussatsen)

Likformiga manghorningar

skulle dock kunna definieras som:

manghorningar, dér vinklar tagna i samma ordning
dr lika, samt sidorna #r proportionella.

Beteckningar:

ANABC 2 AKLM
AABC ~ AKLM

for kongruens

for likformighet

Den allménna definitionen av likformighet

stéiller krav pa odndligt manga avstand

(... godtyckligt valda punkter ...”).

I praktiken, nér vi tittar pa trianglar,
undersoker vi enbart triangelns sidor och vinklar.
Bevisa m.h.a. likformighetsfallen att
forhallandet mellan hojderna i tva trianglar,

som befunnits likformiga i den meningen att
vinklar &r lika och sidor proportionella,

ar detsamma som forhéallandet mellan sidorna.

transversal = linje som skér

var och en ur en viss knippe linjer.

I samband med trianglar:

linje som skér tva av en triangels sidor;
parallelltransversal = linje som é&r

parallell med en triangelsida och skir de tva andra.
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e Likformighetsfallen dr det enda man behover
vid problemlésning med hjélp av likformighet.

Larobocker brukar dndé inte sdllan nidmna :

e (Parallell)transversalsatsen:
En parallelltransversal i en triangel
delar tva sidor i proportionella delar.

C
A* B®
A
AA BB’
1/ a4t 22
AB”AB:>A’C 76

e Transversalsatsens omvindning;:
Samma konfiguration som i fuguren ovan.

AA BB

a7 27 1/
1C B/C:>AB\|AB

e Topptriangelsatsen :
En parallelltransversal avskir en topptriangel
som #r likformig med hela triangeln.

e Parallellprojektionssatsen:

Antag att linjerna ¢1, €5 och ¢3 (de horisontella)
skir linjerna m; och mo
i punkter Ay, As, A3 resp. Bi, Bs, B3 enl. figur :

AL B1
Ao By
As Bs
Da géller
A1A2 . B1 By
Ol = 3.3, = B3,



En anledning kan vara att
Euklides och andra noggrannare framstéllningar
bevisar m.h.a. kongruensfallen forst transversalsatsen
och sedan likformighetsfallen.
Om man inte har for avsikt att fordjupa sig i bevisen,
kan man koncentrera sig pa likformighetsfallen —
satserna ovan #r specialfall eller kan hirledas.
(OK — parallellprojektionssatsen
kan vara bekvim att kunna hénvisa till direkt.)

e T.ex. folj. specialfall av parallellprojektionssatsen

A A1

AAL||BB:||CCy

AB = BC }:>AlBl—BlCl

(Med ord: Om tre eller fler parallella linjer avskér
inbordes lika stora strickor pa en viss transversal,

s& avskir de ocksa inbordes lika stora strickor
pé varje annan transversal.)

skulle kunna bevisas
genom att dra paralleller till AC

A A1

B2

C C1

C2

observera, att

A1Bys = AB = BC = B1Cy [tva parallellogrammer]

och AAlBlBQ = AA1B1B2

enl. tredje kongruensfallet med

(A1 By = B1C5 och intilliggande vinklar lika).
Kongruensen ger nuA; B; = B1 (.

P4 detta kan man sedan bygga upp

ett bevis for parallelltransversalsatsen.

C1 LA =

Transversalsatsen och dess omvindning
— likformighetsfallen

Som en liten 6vning i logik och bevisteknik,
utreder vi pa de néirmaste 2% sidorna i detalj
hur de tre likformighetsfallen hinger ihop med
transversalsatsen och dess omviindning.

Lat, for korthetens skull,
TS = transversalsatsen, OmvTS = dess omvindning.
Det giller alltsa att visa att de tva likheter
som utgor forutsdttningar i resp. likformighetsfall
automatiskt medfor giltigheten av
ovriga tre av de fem likheterna i definitionen.

e Tredje likformighetsfallet :

(4r ekvivalent med topptriangelsatsen)
Vi har trianglar ABC och A, B,C for vilka

LA

£AB = 4B

och vill visa att det da maste gilla
A1B1 i Alcl . Blcl
AB ~ AC  BC

(Att LC = £C4 &r klart direkt.)

Att LA =LA

gor att vi kan ldgga trianglarna sa hér:
(antar att A; B1C} dr den mindre)

A=A1

By C

B C

Att 4B = 4B, séger oss att
B, ér parallell med BC'. Déarmed
AlBl _ A101
AB ~  AC

Den andra likheten fas pé samma sétt
genom att ligga Ay B1C1 i B-hornet:

enl. TS

A

Ay

B=B
1 C
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Forsta likformighetsfallet :

LA = LAy,
ABr o Ay
AB AC
3
ANABC ~ AA B4

Antag att forutséttningarna giller.
Da kan vi ligga trianglarna,
sa att den mindre utgér en hornbit av den storre:

A=A

B1 C,

B C

OmvTS siger oss da att
B,C4||BC,

vilket innebér att 6vriga tva triangelvinklar dr parvis
lika (som likbeliigna vinklar vid parallella linjer).
Dérmed &r forutséittningarna till tredje likformighets-
fallet uppfyllda och det fallet har vi redan bevisat.
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Andra likformighetsfallet
Vi har alltsa tva trianglar ABC och A, B1Ch,

for vilka
A1B1 i AlCl . Blcl
AB ~ AC  BC

och vill visa att

LA = LA

B = 4D
(Sedan aterstar bara att aberopa tredje likf.fallet.)
Siag att A1 B1Cy ér den mindre triangeln.

Pa sidorna AB och AC' avsiitt punkter P och @
sd att AP = AlBl och AQ = A101

A

B C

Enligt OmvTS &dr da PQ parallell med BC, sa
LAPQ = 4B

Da kan vi ldgga den lilla triangeln i B-hornet
A

P=B C

och TS ger
PQ AP  AiB

BC ~ AB AB
varav PQ = B1C;

Alltsa: AAPQ har parvis lika langa sidor som AA; B1Ch.
Dérmed &dr dessa tva kongruenta enl. SSS-fallet
och motsvarande vinklar &r lika. V.S.B.



Likformighetsfallen — transversalsatsen

AC B*

A'B'|AB = A'B'C ~ ABC
enl. tredje likf.fallet

N AC  BC
AC BC
. AA + A'C _ BB+ B'C
AC B'C
= A—A/ +1= B—B/ +1
A'C B'C
o, A4 _pp
AC BC

Likformighetsfallen —-
transversalsatsens omvindning

Enl. nirmast ovanstaende rikning

AN _ BB AC _ BC
AC~ BC

AC ~ BC
Sedan observera att
AC  BC )
Tc = B’C:>ABCNABC

enl. forsta likf.fallet

vilket ger
/CA'B'= /CAB

som i sin tur séger oss att

A'B'|AB
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Likformighetsfallen —-
parallellprojektionssatsen

Vi betraktar alltsd den hir situationen:

Al Bl

Az By

Ag Bs

Antag att de horisontella linjerna #r parallella.
Dra en extra hjilplinje A;Bs :

Az B3

Tredje likformighetsfallet ger att

AAlAQC ~ AAlAE}-BE}
AB3B;C ~ ABsB1A;
Darfor
A Ay AC 1 CBs
A1A3 o A1B3 o A1B3
_ o1 ByBs
= BB
_ BiBs
" BBs



Likformighetsfallen —-
en "partiell" omvindning
till parallellprojektionssatsen

e Obs. att omviindningen till parallellproj.satsen

A1A2 _ B1B>
A2A3 o B2B3

— AlBl HAQBQHAng

inte Ar sann :

B1

A

/ B2
Az

A3z Bs

A1 Ay _ Bi1Bs
A2A3 o BQB3
men AlBl, A2B2 och A3B5
ar inte parallella for det!

=1
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e Om man emellertid ldgger till som forutséttning
att tva av linjerna #r parallella, s
4 kan man fa ett sant pastaende :

A1 A, . BBy
AsA3  B2Bs

och AlBluAL’)BS - AQBQ”AlBl
(Anm. Om A; = B; eller A3 = Bs,

s& stiger vi ocksd att Ay B|AsBs.)
Genom Aj dra en parallell A, B) till A; By och A3Bs.

A]_ Bl

B>

Az Bs

Denna vet vi, enl. TS,
skir By Bsg i en punkt B, sddan att

AlAQ _ BlBé
AgAg o BéBg,

Om var givna punkt Bs lage under Bj,

som i figuren, skulle
By B
B3B3

BlBé A1A2

BéBs N A2A3

annars tviartom — mindre. Att

A1A2 . B1Bs
A2A3 n B2B3

betyder att By méaste sammanfalla med Bj.



Area

Ett huvudsyfte med det hér studiematerialet ér

att visa att geometri d&r mycket mer dn

det grundlidggande area- och volymriknande

som den svenska skolan koncentrerar sig pa,

och som ldsaren dr fortrogen med vid det hér laget.
Sa vi dgnar minimal tid at

area-/volymbegreppens grunder

och gar raskt pa intressanta problemstéllningar.

e Ev. med stod i nagon skolldrobok
eller t.ex. [Higgmark, kap.14],
tédnk igenom och se till att du behérskar
hiéirledningarna av formlerna for
arean av de enklaste manghorningarna:

rektangel
parallellogram
triangel
parallelltrapets

e Lingd/area/volym dr matt pa
en-/tva-/tredimensionella figurers storlek.
Dessa matt har tre grundldggande egenskaper,
som sedan alla formelhérledningar bygger pa :

i) Kongruenta figurer har samma léingd /area/volym.

ii) Om man delar en kurva/yta/kropp i bitar,
sa kan vi f& dess lingd/area/volym som
summan av bitarnas lingder/areor/volymer.
Léngd/area/volym é&r s.k. additiva méatt,

till skillnad mot t.ex. temperatur och densitet.
iii) En utvald stricka,

s.k. enhetsstriacka, asdtts ldngden 1.

En kvadrat,
med enhetsstriickan som sida, asétts arean 1.

En kub,

med enhetsstriickan som kant, asétts volymen 1.

e I area-/volymutrikningar énskar man sig ibland
ett forkortat skrivsitt for "arean av triangeln ABC",
"volymen av pyramiden ABCD", etc.

Tyvirr finns det inte nagot allmént vedertaget.
Ett hemmagjort forslag, som tar fasta pa att
area och volym &r "syskon" till lingdbegreppet :

|AB|
|ABC)|
|ABCD|

lingden av strickan AB

arean av triangeln ABC

arean av fyrhorningen ABC' D

alt. volymen av tetraedern ABC D
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103.

104.

105.

Lat CC’ vara median i triangeln ABC,

d.v.s. C' &r mittpunkt pa sidan AB.

Forklara varfor de tva deltrianglar ACC’ och BC(C’,
som medianen delar ABC i, har lika stor area.

For trianglarna ABC och DEF giller
AB = DE
AC = DF
LA+Z4D = 7
Forklara varfor trianglarna har lika stora areor.

Forklara varfor de fyra trianglar,
som en parallellogram delas i av sina diagonaler,
har lika stora areor.



"Dynamiska bevis"

Ibland kan det vara bekviamt att téinka sig
en kontinuerlig deformation av ens figur :

e ABCD och AEFG #r parallellogrammer,

106.

B ligger pa EF och G ligger pa CD.
Vi visar att de har lika stor area.

D G C

(Ténk dig parallellogrammerna
uppbyggda av linkade pinnar.)
Forflytta E'F parallellt med AG —
hall darvid AG fix —

tills E sammanfaller med B.

Forflytta sedan FG parallellt med AB —
hill dérvid AE = AB fix —

tills F' sammanfaller med C.
Observera att dessa deformationer

ger parallellogrammer med lika areor :
Betrakta den fixa sidan som bas.

I och med att den motstaende sidan
forflyttas lings en parallell linje,

s& dr hojdens ldngd ocksa konstant.

(Forts.) Konstruera ett mer traditionellt,
"icke-dynamiskt" bevis.
Vilket av de tva bevisen var enklast?

Arearesonemang
i problem som inte handlar om area

Man kan mycket vil ha glidje av arearesonemang
dven i problem som inte handlar om area:

e Parallellprojektionssatsen igen :

A <
B B*

AB A'B

BC ~ BC'

(A’ B’,C" #r bilderna av A, B resp. C

under projektion parallellt med

den riktning som linjerna AA’, BB’, CC’ har.)

Foljande dr faktiskt ett kortfattat tecknat bevis:
(absolutbeloppen hir star for areal)

AA'|BB'||CC’ =

AB _|AB'B| |A'BB| A'B
BC ~ |BB'C| |BB'C'|  BC'

Ténk igenom varfor likheterna giller!
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Area och likformighet

107. Motivera, m.h.a. limpliga likformighetsfall, varfor,
om tva trianglar, A’B'C’ och ABC, #r likformiga,
i den meningen att

LA = LKA
AB' = 4B
LC'"=«£C
A' B’ B'C C'A
B ~ BC C4a "

arean av A'B'C
arean av ABC
Hur inser man att

k2

108.

bildens area 9

foremalets area
d.v.s.
areaskalan = (lingdskalan)®

dven for andra likformiga figurer én trianglar?

109. En regelbunden sexhorning
och en liksidig triangel har lika stor omkrets.

Vad ér forhallandet mellan deras areor ?

110. T en regelbunden sexhérning drar man fran varje
horn normaler inat som i figuren. Inuti bildas da en
ny, mindre, regelbunden manghorning. Hur stor del

utgor dess area av den stora sexhorningens area?

111. (Variant av féregéende)

Varje sida i en regelbunden sexhorning
forldings medurs till sin dubbla lingd.

De nya éndpunkterna forbinds sedan,

s& att man far en ny regelbunden sexhérning.

Beridkna areaforhallandet.

112. T en liksidig triangel

dr inskriven en annan liksidig triangel

med ett horn pa varje sida i den forstnimnda.
Varje sida i den ena triangeln

dr vinkelrdt mot en sida i den andra.

Beriikna forhallandet mellan trianglarnas areor.

113. D &r mittpunkt pa AC,
F delar AB i forhallandet 1 : 2 och
F delar BC' i forhallandet 1 : 3.

A E

Hur stor del av AABC utgor ADEF,
d.v.s. berdkna forhallandet

arean av DEF
arean av ABC

114. En triangel ABC' &r given.
Punkterna Aq, By och C
ligger pa sidorna BC, C'A resp. AB
och delar dessa i forhallandet 1 : 3,
d.v.s. BA;/A1C =1/3, etc.
Hur stor del av ABC utgor A1B1Cy 7

115. Fran en godtycklig punkt
pa diagonalen i en parallellogram
dras linjer parallella med parallellogrammens sidor.
Visa att de streckade omradena har lika stora areor.

116. T en triangel ABC' avskiires
pa sidan AB ett stycke AD =
pa sidan BC ett stycke BE =
Vad dr areaforhallandet

%AB och
2BC.

(a) |BDE|/|ABE| ?
(b) |ABE|/|ABC| ?
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117.

118.

119.

I figuren #r tre deltrianglars areor angivna.
Alla linjer som synes parallella, dr det ocksa.
Beriikna areorna av

hela AABC samt

topptriangeln med fragetecken.
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Genom en godtyckligt vald punkt

inuti en triangel med arean T’

dras linjer parallella med triangelns sidor.
Dérvid uppdelas triangeln i sex omraden,
varav tre trianglar.

Dessa deltrianglars areor betecknas U, V', W.

Visa att

T=(x/ﬁ+\/V+\/W)2

Hur stor del av kvadraten ABCD:s area
utgor den skuggade triangeln 7
M &r mittpunkt pa CD

D M c

120. T en kvadrat sammanbinds hérnen med mittpunkter
pa motstaende sidor pa foljande sitt:

D C

A B

Hur stor del av kvadraten
upptar det skuggade omradet i mitten 7

121. Lat ABCD vara en parallellogram med
M och N mittpunkter pa AB resp. CD.
Dra strickorna BD, AN, NM och MC.

N

M

Hur stor del av parallellogrammens area
utgor det skuggade omradet 7

o1



Likformighet: blandade problem

Varignons?? parallellogram

122.

123.

124.
125.

126.
127.

128.

129.

Rita en fyrhérning ABCD.

Lat P,Q, R och S vara mittpunkterna
pa sidorna AB, BC, CD resp. DA.
Betrakta fyrhérningen PQRS.

Ser den inte ut som en parallellogram?
Maste den vara en parallellogram?

Haller dina resonemang och slutsats ovan

(a) om ABCD &r en "fyrhorning"
vars sidor korsar varandra?

(b) om punkterna A, B,C och D
inte ligger i samma plan 7

Under vilka omstédndigheter blir PQRS en kvadrat?

Hur stor area har PQRS
i forhallande till ABCD 7

Kan ABCD rekonstrueras utifran PQRS 7

En stricka som forbinder mittpunkterna

pa tva motstaende sidor i en fyrhorning

kallas (ibland) for bimedian.

Visa att de tva bimedianerna

i en godtycklig fyrhérning skir varandra i mitten.

Visa att bimedianernas skidrningspunkt ligger
mitt pa strickan mellan diagonalernas mittpunkter.

Ar (vissa av) ovanstaende resultat
kanske enklare att inse m.h.a. vektorrikning?

32Pjerre Varignon (1654-1722) — inte nigon av de stora och
beromda, men lir ha varit en av de forsta i Frankrike att inse viirdet
av och tillimpa Newtons och Leibniz differentialkalkyl och valdes in
i savil franska, tyska (Berlins) som brittiska vetenskapsakademin.
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130.

131.

132.

133.

134.

135.

I triangeln ABC dr D en punkt pa AC
och E en punkt pa BC s att L{CDE = LABC.
Vilka slutsatser kan man dra?

I gymnasiets formelsamlingar star det att

tva rita linjer med riktn.koeff. ki resp. ks

dr vinkelrdta da och endast da ky - ko = —1,
men hur kommer man fram till det sambandet?

Vi har sett att de fyrhérningar

vars diagonaler skir varandra i mitten
dr precis parallellogrammerna.

Hur kan man alternativt karaktérisera
fyrhorningar vars diagonaler

delar varandra i samma forhallande?

En kvadrat med sidan s ér inskriven i
en triangel med basen b och hojden h.
En av kvadratens sidor faller utmed b.
Visa att

Alla tre vinklarna och tva av sidorna i AABC
dr lika stora som var sin vinkel/sida i AKLM.
Kan detta intréffa

dven om trianglarna inte dr kongruenta?

Om ja, beskriv exakt for vilka trianglar.

Uttryck m.h.a. de fyra riiknesitten och
rotutdragningar, ej trigonometriska funktioner,
forhallandet mellan diagonal och sida

i en regelbunden femhérning

d/s ="



136. For en regelbunden sjuhérning later vi

s = sidornas lingd
d = korta diagonalens léingd
D = langa diagonalens lingd

(Alla diagonaler har lingd antingen d eller D!)

\

o

1 1 1

Visa att

s d D

Flera olika angreppssitt &r ténkbara
(och genomforbaral):

e Den allra kortaste 16sningen far man nog genom att,
som for femhorningen,
dra diagonaler pa lampligt séitt,
s& att man far likformiga trianglar att rikna pa.

e En omsténdligare, men #ndé framkomlig, viig dr att
rékna pa ritvinkliga trianglar, enligt foljande figur:
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e Nu skulle vi visserligen forsoka undvika trigonometri,
men hittar man ingen annan l16sning, sa ...
Det visar sig, dessutom, bli ett mycket intressant
och ldrorikt trigonometriproblem av det hér!

Borja med cosinussatsen pa
en 1/7-del av 7-horningen
(1at r vara den omskrivna cirkelns radie):

2
2 = r2+r2—2r2cos7ﬂ

27
272 (1 — cos —
7“( 0057>

Utnyttja nu formlerna for dubbla vinkeln

cos2z = cos?z —sinz =
= 1-sin’z—sin’z
ger 1 —cos2z = 2sin’z
sa kan vi slippa rottecken:
T
s2 = 2r%.2sin® =
7
T
s = 2rsin—
7
P& samma séitt far vi
2w
d = 2rsin—
7
T
D = 2rsin—
7

Dérmed kommer vi fram till att
den péstadda likheten ér ekvivalent med
den vackra trigonometriska likheten

1 1 1
inZ  qin 2T
sinz  sin <

ip 3T
Sin -

Det ér nu en lagom utmaning att verifiera denna
m.h.a. trigonometriska omskrivningar !



137.

138.

139.

140.

141.

De tva deltrianglar, som fas nir man drar
hojden mot hypotenusan i en rétvinklig triangel,
dr likformiga med den ursprungliga triangeln
och dérmed likformiga sinsemellan.

Sammanbind mittpunkterna pa sidorna
i en godtycklig triangel.

Visa att den da delas in i

fyra kongruenta deltrianglar,

som alla &r likformiga med den stora.

I en triangel ABC dras medianen C'M.

Genom en punkt P p& medianen, vilken som helst,
dras linjer parallella med sidorna AC resp. BC.
Visa att dessa linjer delar AB i

fyra delar som &r parvis lika langa.

Lat ABC och A’B’C’ vara tva likformiga,
dock inte kongruenta, trianglar,

som ligger i planet sa att AB, BC, CA
4r parallella med A’B’, B'C’ resp. C'A’.
Visa att linjerna AA’, BB’ och CC’

skdr varandra i en punkt.

I vilka forhallanden delar AM och BN varandra
d& ABCD i&r en kvadrat
och M och N #r mittpunkter pa resp. sida ?

D M c
N
A B
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142.

143.

144.

En s.k. pantograf #r en anordning

med vars hjilp man kan férstora/forminska figurer.
I sin enklaste form bestar den av fyra pinnar,

AB, BC, OD och DE, linkade sa att

D

ABCD ir en parallellogram och

punkterna O, B och E ligger pa rit linje.

Man fixerar O pa pappret

med den figur F' man vill forstora/férminska och
later B alt. F folja kurvorna som F' bestar utav.
D& kommer FE resp. B att folja kurvor, som ér
forstorade / forminskade kopior av de forstndmnda.
Genom att fista en penna i B alt. F,

far man alltsé en forstorad / forminskad bild av F.

a) Bevisa forst att B och E alltid ligger pa rét linje,
oavsett radande vinkel mellan pinnarna.

b) Bevisa pastaendet om forstoring/forminskning.

¢) Sdg att vi vill utnyttja pantografen
for att forstora med faktorn k.

Vilka forhallanden skall rada

mellan léinkarnas lingder ?

Uttryck ldngden |[MN| i a och b.
b

D

A B
a

ABCD ir ett parallelltrapets,
MN é&r parallell med AB och C'D och
gar genom skirningspunkten mellan AC och BD.

I en triangel med sidoléingderna a < b < ¢

skéirs hornen av med snitt,

som #r parallella med motstaende sidor, s& att
man far en liksidig sexhérning med sidoléngd s
(dock inte nodvindigtvis regelbunden!). Visa att
c

o E
35953



145. Lat ABCD vara en parallellogram,

146.

147.

148.

M och N — mittpunkter pa AD resp. AB.
D

A N

Hur stor del av parallellogrammens area
utgors av triangeln MNC' 7

Generalisera foregaende:
Lat ABCD vara en parallellogram,

M och N — punkter pa AD resp. AB, sa att

AM
DM
AN
—_— = < <1
N t, 0<s,t<

Hur stor del av parallellogrammens area
utgors av triangeln MNC' 7

I en godtycklig parallellogram ABCD #r
M och N mittpunkterna pa AD resp. BC,
P och @ — godtyckliga pa AB resp. CD.

D Q

P

Hur stor del av parallellogrammen
utgor fyrhérningen MPNQ ?

Triangeln ABC' dr ritvinklig.

Pa hypotenusan AB avsiitts @) sa att AQ = AC

och pa AC viljs P, sé att triangeln APQ

och fyrhérningen PQBC har lika stora areor.

Hur lang &r PQ i forhallande till hypotenusan AB?
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149. Lat ABCD vara ett parallelltrapets, med M och N
punkter pa benen AD resp. BC,

sa att
AB =
CD = b, a>b
AM BN

Uttryck i a, b och k

(a) lingden av M N,

(b) lingderna av de tre striickorna
som M N delas i av diagonalerna,

(c) hur stor del av trapetset AAND utgor.

Vad fas i specialfallet
d&a M och N &r mittpunkter pa resp. ben ?



150. I en parallellogram ABCD #r
M och N mittpunkterna pa AD resp. BC,
P och Q — fotpunkterna till htjderna
fran D resp. B.

D Q

P

Vilket samband maste rada mellan

AP AD

AD ““ AB
for att MPNQ ska vara en rektangel 7

P
D
Q N
A B
M

151. Tva stegar, 4 m resp. 5 m langa dr uppstéllda mel-
lan tva viiggar pa avstandet 3 m, sa att det fran

sidan ser ut sé hér:

Hur hogt éver marken korsar de varandra?

152. Generalisera foregaende till godtyckliga lingder a
och b (stegarna) och ¢ (avstandet mellan viggarna).

153. Vad skall forhallandet mellan a och b vara

154.

155.

for att areorna av
den 6vre deltriangeln resp. trapetset nedanfor
skall vara lika stora?

Med tva linjer parallella med basen

skall en triangel delas i tre lika stora delar
(d.v.s. med lika stora areor).

Hur lang skall AB vara i forhallande till CD ?

A

I de tva foregaende uppgifterna har en triangel
delats in i 2 resp. 3 lika stora delar

med hjélp av 1 resp. 2 transversaler.
Generalisera nu till en indelning

i n delar med hjilp av n — 1 transversaler !



156. I gymnasiets formelsamlingar star det att 160. Lat ABC vara en triangel,

tva rita linjer med riktn.koeff. ki resp. ko vars vinklar A och B inte ér trubbiga.
dr vinkelrdta d& och endast da kq - ko = —1, Konstruera en kvadrat PQRS
men hur kommer man fram till det sambandet? med hérn P och @ pa sidan AB

samt R och S pa BC resp. AC.
(Varje triangel har alltsa
en inskriven kvadrat i ovanndmnda mening.)

157. Standard pappersformat (A3-,A4- A5-ark, etc.) &r
dimensionerat sa att, om man delar ett ark i mitten
(av den lingre sidan), si fas tvd rektanglar som &r

likformiga med den ursprungliga. Tips: Inse att det ricker att konstruera

en figur (triangel med inskriven kvadrat)
som &r likformig med den sokta.

Starta med en (godtycklig) kvadrat
och dra genom hornen linjer
parallella med den givna triangelns sidor...

161. T en rektangel med sidor a och b, med b > a,
dras en diagonal. Fran ett horn
som inte ligger pa diagonalen

Vad maste forhallandet mellan lingd och bredd for dras en linje vinkelriit mot diagonalen.
ett sddant ark papper vara? (Kontrollera dig sjilv: I vilket forhallande
ett Ad-ark ar 210 mm x 297 mm .) delas sidan med léingden b av denna linje?

158. T en ritvinklig triangel &r en kvadrat inskriven. 162. Givet en triangel ABC, kan man alltid hitta
(Manghérningen M siges vara en punkt 7T inuti triangeln, sddan att trianglarna
inskriven i manghérningen / cirkeln N, ABT, BCT och CAT har lika stor area ?
om M:s alla horn ligger pa N.)

Hur lang dr kvadratens sida, 163. Figuren nedan skall forestilla
om kateterna har lingderna a resp. b ? en konisk vattenbehallare, fylld till en viss nivé.

Ange sambandet som rader mellan

vattnets hojd
r=——— och y=
konens hojd konens volym

vattnets volym

Forklara varfor formeln for kvadratens sidlingd maste
vara symmetrisk i a och b — uttrycket skall inte dn-
dras om man later a och b byta plats — och kon-
trollera att sa &r fallet!

159. T triangeln ABC' viljs en punkt P godtyckligt pa
sidan AB. Genom mittpunkten M pa samma sida
dras strickan DM parallellt med C' P, med punkten
D pa nagon av de andra sidorna. Visa att strickan
DP delar triangeln i tva lika stora omraden.

o7



164. Kapar man toppen av en pyramid med ett snitt 165. Pyramider behover inte ha kvadratisk bas:
parallellt med basplanet, fas en kropp som brukar ta vilken méanghorning som helst och
kallas for stympad (trunkerad) pyramid : dra linjer fran hérnen upp mot en och samma punkt
nagonstans utanfér manghorningens plan, sa har du
"skelettet” av en pyramid.
En sddan kan nu "stympas” pa samma sitt som i
- foregaende fraga: kapa bort toppen med ett snitt
parallellt med basen.
En generalisering av foregaende resultat lyder: Beteckna
basens och toppytans areor med By resp. Bs.
Lat som ovan h = avstandet mellan dessa ytor.
Da dr den stympade pyramidens volym

1
Antag att basen ér en kvadrat. Sitt 3 (Bl + By + v BlB?) h
a = baskvadratens sidléingd Visa dettal
Z;L:: t}(l)bpj(pillgzadratens sidléngd 166. Volymformeln
Den stympade pyramidens volym &r V= 3 (basarean) - (hojden)
% (a2 +ab+ b2) h géiller for savil pyramider som koner.

(a) Vad har pyramider och koner gemensamt?
o ) Skulle man kunna férviinta sig att
Historia: Huvudkéllorna till formeln &r giltig for dnnu fler kroppar?

ar kunsk: tisk matematik &
var Sunskap Ol CRypUIsk masemaniy ar (b) Att faktorn ovan #r just 1/3
i) Moskvapapyrusen, daterad till ca 1850 f.Kr., . . .
kan ségas hinga ihop med att

som innehéaller 25 "16sta exempel”, och
ii) Rhindpapyrusen, fran 1650 f.Kr., 1
/ ide = =
0

Hur harleder du denna formel?

innehallande 85 losta exempel.

Moskvapapyrusen innehaller féljande exempel
(i viildigt fri oversdttning): Hur sa?

”Om du far veta: En trunkerad pyramid med hojd 167
6, sida 4 i basen och sida 2 i toppen. Kvadrera 4,

far 16. Multiplicera 4 - 2 = 8. Kvadrera 2, far 4.
Addera 16 +8+4 = 28. En tredjedel av 6 dr 2. Tag

28 - 2 = 56. Da far du rétt resultat.”

Overtyga dig om att dér B och b betecknar areorna av

har tillimpas just ovannamnda formel! de tva parallella sidorna (baserna) och h &r hojden.
Den anses vara det mest avancerade resultatet i Ger den for stort eller for litet viirde?

fornegyptisk matematik — en sa anmérkningsvird
prestation att E.T.Bell®® kallade den for
”egyptiernas storsta pyramid”. L‘/M

Hur de kom fram till den &r oklart. 3

har ibland kallats det Heronska medelviirdet
av talen a och b (som forutsétts icke-negativa).
Visa att detta verkligen dr ett medelvirde

i den meningen att

. For en kapad kon/pyramid
anvinde babylonierna felaktigt formeln

V=2 (Bt

168. Uttrycket

Tips: Volymen ér differensen
mellan tva vanliga pyramiders volymer.

a—i-\/%—l-b
3

min (a,b) < < max (a, b)

Hur forhaller det sig till de aritmetiska och geometriska

33 _ 3 1 Ar A . . .
E.T.Bell (1883-1960), en matematiker med litterar adra, medelvirdena (alltid storre/mindre eller ingetdera)?

som skrev fingslande om matematikens historia.
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