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Inga hjdlpmedel. Fyll i omslaget fullstindigt och skriv anonymiseringskod pa varje papper. Skriv ldsligt
och hégst en uppgift per sida. For att erhdlla full poing pa ett problem krdvs en kortfattad men fullstdindig
motivering samt ett tydligt och exakt angivet svar pa enklaste form. Betygsgrinserna ar 15 p fér 8 och

godkéind, 20 p for 4 och 25 p for 5.

1. (a) Los olikheten (2p)
z3 + 22 .
z—1 '
(b) Los ekvationen (8p)
4sin® ¢ = sinz.
2. (a) Bestam samtliga implikationer mellan foljande utsagor for reella tal x: (2p)
A: |z —=3|+12>ux, B: x? < 4, C:e" 2 <1,
(b) Los differensekvationen (3p)
Yn+2 — 3yn+1 + 2yn - 2n+17
Yo = —1, Yy = 1.
3. (a) Hur ménga olika "ord” med 12 bokstéver kan man bilda med hjilp av bokstiaverna i
"MATTEAPPARAT”
om varje bokstav ska anvindas en gang och om:
1) alla ord ska borja med med "MATA” ?
2) orden inte far borja med "MATA” och sluta med "APA” dvs ord av typen
"{MATA}PRETT{APA}” ska inte réknas med? (2p)
(b) Visa att
n
> (k+1)=145+9+13+ - +4n+1=(n+1)2n+1)
k=0

for alla heltal n > 0. (8p)

4. (a) Polynomet p(z) har reella koefficienter och ett nollstélle z; med imaginérdel skild fran noll.

Visa att p(z) ocksa har nollstéllet z;.

(b) Ekvationen
224+ 234824+8=0

(2p)

har roten 4. Los ekvationen fullstdndigt och ange samtliga rotter pa rektangulir form.  (3p)

Grafen G ar sammanhéngande och har 14 bagar. Fem av noderna har grad 2 och tre av
noderna har grad 4. De resterande noderna &r fler &n 2 men férre d&n 6 och har alla samma
grad. Innehéller G en Eulercykel? (2p)

I borjan av 80-talet skulle elektroingenjoren Kajsa bygga en helt egen dator och en dag var hon
pé stan och handlade komponenter i elektronikaffaren. Hon kopte transistorer och resistorer
for totalt 44 kr. Transistorerna kostade 3.80 kr/st och resistorerna 1.40 kr/st. Hur méanga

komponenter kan hon hégst kopt?

(3p)

6. Ingenjorsstudenten Sara ar sur pa sin elake matteldrare Kalle och har bestamt sig for att forsoka
lura av honom lite pengar. Sara vet att Kalle inte &dr sa bra pa sannolikhetsldra och hon har darfor
funderat ut en tévling som gar till sa hir: Sara har 10 réda och 10 svarta kulor och hon lidgger
samtliga kulor i tva likadana burkar. Hon berédttar forstas inte hur hon férdelar kulorna mellan
burkarna. Kalle far sedan vélja en av burkarna och utan att titta plocka upp en kula fran den. Om
kulan ar r6d vinner Sara 100 kr av Kalle och om kulan &r svart eller om burken dr tom maste Sara

betala 100 kr till Kalle.

(a) Vad &r sannolikheten for att Sara vinner om hon placerar alla kulorna i en burk?

(b) Hur ska Sara fordela kulorna mellan burkarna for att optimera sina chanser att vinna?

Lycka till!

(1p)
(4p)



Losningsforslag

1. (a) Visamlar alla termer pa vinster sida om olikhetstecknet, gor likndmnigt, faktoriserar och gor
teckenstudium:
23 + 2?2 2+ —xx—-1) 2>+z  2@@+1)

—x = = = <0.
r—1 r—1 z—1 r—1

(2% + 1 > 0 paverkar inte tecknet och behover inte tas med i teckenstudiet.)

T ‘ 1

T - 0 + + + 3 + 12

r—1 - - - 0 4+ T L= <re0<z<L
M 0 — * +

z—1

(b) Faktorisering ger direkt
1
4sin®z = sinz < sinz(4sin®z — 1) = sinz(2sinz + 1)(2sinz — 1) = 0 < sinz = 0 eller sinz = ii

5
@x:mr,xz:l:%—i—n%rellerx::l:—ﬂ-—l—n%'.

2. (a) Vihar
CE‘ 3
r—3,z>3 |t —3|4+1>x e —3|+1>x
Az =3 = =
—(z=3)=3—-—z,z<3 S3—-z+1>2 Sr—-3+1>2
S <2 & 2<0
<2

B:z?l<d4e -2<x<2,
C:e"?<ler-—2<0r<2,

och inser att de implikationer som géller &r: B = A, B = C och C = A.
(b) Den allménna l6sningen till den linjéra differensekvationen
L(yn) = Ynt2 — WYnt1 + 2Yn = 2"t (1)

ges av Yn = Ynn + Ypn d8r Yny, &r den allménna l8sningen till motsvarande homogena differen-
sekvation £(y,) = 0 och y,, en partikulérlésning till (1).

i. Bestimning av ypn:
Roétterna till den karaktiristiska ekvationen 72 —3r+2 = 0 &r r; = 1 och ro = 2 vilket ger

Ynn = C1 + C22".

ii. Bestdmning av Ypn:
Eftersom yy,, innehéller termen C52™ fungerar inte standardansatsen A2™ och vi gor darfor
istdllet ansatsen yp, = An2™ och insdttning ger:

Yni2 — 3Ynt1 +4yn = A(n +2)2" T2 — 3A(n +1)2" " + 24n2"
=A2"((4—6+2)n+8—6)=242" =2"T' = A =1.
Den allménna 16sningen till differensekvationen &r alltsa
Yn = Ynn + Ypn = Cy + 022n +n2".
Fran begynnelsevillkoren far vi
yo:Cl+6220+0201+02:—1<:>01:—Cg—l,
y1:Ol+0221+2:—02—1—|—202+2:CQ+1:1<:>02:O.

Den sokta 16sningen &r déarfor
Yn = n2" — 1.



3.

(a)

(b)

1) Om alla ord ska inledas med "M ATA” kan vi plocka bort dessa bokstéver och vi har da ba-
ra kvar bokstéverna i "TEPPARAT”. Om dessa atta bokstéver varit olika hade vi kunnat
bilda 8! olika ord men eftersom vi har tva T:n, tvd P:n och tvd A:n och dessa kan per-
muteras pa vardera 2! olika sdtt utan att ett ord &ndras, far vi totalt %:2, = 5040 olika ord.

2) Vi riknar forst ut hur manga ord som bérjar med "MATA” och slutar med "APA”. Enligt
samma resonemang som i (1) kan vi plocka bokstéverna i dessa ord och vi soker alltsé
antalet ord som kan bildas med hjélp av de aterstaende fem bokstdverna PR, E, T, T. Ef-
tersom vi har tva T:n som kan permuteras pa 2! sitt utan att ett ord dndras far vi totalt %
olika ord. Antalet ord som inte inte borjar med "MATA” och slutar med "APA” &r déarfor
lika med totala antalet ord vi kan bilda med hjdlp av de 12 bokstéverna i "MATTEAP-
PARAT” minus %: Eftersom vi har fyra A:n, tre T:n, och tva P:n i ursprungsordet, vilka
kan permuteras pa 4!, 3! respektive 2! olika sitt utan att ett ord dndras, far vi:

12! 5!

R 1663140 olika ord.

Hér kan vi forstas gora att induktionsbevis men med omskrivningen

zn:(4k+ f4Zk+Zlf4S+n+1
k=0 k=1

ser vi att S ar en aritmetisk summa. Multiplicerar vi S med 2 och &ndrar summationsordningen
far vi:
28 =1+4243+--n+1+4+24+3+---n

n(n+1)

=1+n)+2+n-1)+@B+n—-2)+---+(n+1)=nn+1)eS= 5

n parenteser dar summan i varje parentes &r n + 1

dvs

- 1
3 @k +1) —4%+n—|—1:(2n+1)(n+1).
k=0

Se forelasningsanteckningarna (Komplexa tal) eller Mansson & Nordbeck, Endimensionell ana-

lys, s. 103.

Polynomet i viinsterledet har reella koefficienter och dérfor &r &ven —i en rot. Enligt Faktorsat-
sen har polynomet dérfor faktorn (z—i)(z+i) = 22+ 1. Polynomdivision ger 2°+ 224822 +8 =

(22 4+ 1)(2% + 8). Den binomiska ekvationen 23 = —8 1éser vi enklast genom att gar over till
poléar form:
3 63 3,136 ' r’=38 r=2
2= (re"’)" =1’ = -8=8¢" & & 9 k€ Z.
0=nr+k-2m 0=7%+k3
Rétterna till ekvationen 23 = —8 ges dérfor av z;, = Qei(%ﬂc%ﬂ), k=0,1,2, dvs

T +ising) =1+14vV3,

71 = Qei(%+7 = \/ie = 2(00577 +isinm) = —
20 = 2/ HF) = 26 = 2(cos 2 +isin 3F) = 1 —iv/3.
Sammanfattningsvis fr rotterna z = 44, z = —2 eller z = 1 + i/3.

Enligt "Handskakningslemmat” &r summan av nodernas gradtal lika med 2 ganger antalet
bagar. Om resterande antal noder &r n och samtliga av dessa har grad g far vi darfor

Zdeg(v):2|E|(:)5~2+3-4+n-g:2~14<:>ng:6.
veV

Eftersom 2 < n < 6 dr den enda mojligheten att (n,g) = (3,2). Enligt Euler-Hierholzers sats
innehaller G en Eulercykel eftersom den &r sammanhingande och samtliga noder har jamn
grad.



(b)

Sétter vi t = antal transistorer och r = antal resistorer far vi
3.8t + 1.4r = 44.
Vi soker alltsa de icke-negativa heltalslosningarna till den diofantiska ekvationen
38t + 14r = 440 < 19t + 7r = 220.
Eftersom sgd(19,7) = 1]220 har ekvationen heltalslosning och den allménna lésningen ges av
(t,r) = (220tg — "n, 22019 + 19n), n € Z,

dér (tg, 7o) &r en losning till hjdlpekvationen 19t + 7r = 1. Eftersom sgd(19,7) = 1 kan vi hitta
en sadan med hjalp av Euklides algoritm:

19=2-7+5
T=1-54+2p=1=5-2.2=19-2.7-2(T—5)=19-2-7—2(7— (19-2-7))
5=2-2+1

=19-3+7(-8).
Vi kan alltsa vélja (to,r0) = (3, —8) och den allménna losningen ges nu av:
(t,r) = (660 — Tn,—1760 + 19n), n € Z.
De icke-negativa heltalslésningarna bestdms genom:

t20¢>66077n20<ﬁ>n§@:94.28...

1760

< n =93 eller n = 94.

n =93 ger (t,r) = (9,7) medan n = 94 ger (¢,7) = (2,26). Kajsa kan allts hogst ha kopt 28
komponenter.

Om Sara lagger alla 20 kulorna i en burk ar sannolikheten for att Kalle véljer burken med

kulor % Eftersom det finns lika manga svarta som réda kulor i burken &r sannolikheten for att

han sedan véljer en réd kula ocksa % Enligt multiplikationsprincipen &r darfér sannolikheten
1

for att Sara vinner 3 - % = 25%.

Fallet med alla kulorna i samma burk &r redan avklarat. Om r och s dr antalet roda respektive
svarta kulor i den ena burken och det ligger minst en kula i varje burk ar 1 <z =r+s < 19.
Sannolikheten for att Kalle véljer en rod kula dr d& enligt samma resonemang som i (a):

1 r +1 10— r+b5s—r?—rs  (5—r)z+10r  (5—r)z+10r
2r+s 210—-r+10—-s5 (r+s)(20—r—s)  z(20—2) 100 — (x — 10)2

Fallen » = 0 resp r = 10 ger som hogst sannolikheten %% < 50% for vinst. For 1 <r <9 ar
taljaren i uttrycket till hoger for varje viarde péa r en rét linje vars virde varierar mellan 14 och
56 for 1 < z < r 4 10 medan ndmnaren ar ett andragradspolynom vars virde varierar mellan
19 (z = 1 eller z = 19) och 100 (z = 10). Eftersom 11 > 28 &r hela uttrycket dérfor stérst da
ndmnaren ar minst. Sannolikheten for vinst blir da

11 19 14

—— 4 —— = — = 74%.

21 T21 T TS
vilket definitivt &r storre an 25% som var resultatet om hon lade alla kulorna i en burk. Sara
ska alltsa ldgga en rod kula i den ena burken och resten av kulorna i den andra for att optimera
sina chanser att vinna.



