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MA2047 Algebra och diskret matematik 6 hp

Inga hjdlpmedel. Fyll i omslaget fullstindigt och skriv namn pd varje papper. Skriv ldsligt och hégst en
uppygift per sida. For att erhdlla full poing pd ett problem krdvs en kortfattad men fullstindig motivering
samt ett tydligt och exakt angivet svar pd enklaste form. Betygsgrinserna dr 15 p for 8 och godkdind,
20 p for 4 och 25 p for 5.

1.

(a) Los ekvationen
[1—2z|—|1+z ==z
(b) Bestdm samtliga implikationer mellan foljande utsagor for reella tal x:

34 2
A;m<l‘7 B:2? <1, C:In(2-=z)>0.

x—1 -
(a) Hur ménga olika "ord” med 12 bokstéver kan man bilda med hjilp av bokstaverna i
"MATTEAPPARAT”

om varje bokstav ska anvindas en gang och om:
1) alla ord ska boérja med "MATTE”?
2) alla T:n ska st intill varandra och alla A:n ska sté intill varandra?
(b) Visa att

n

D@ -2k+1)=241+143+9+23 4+ 42" —2m+1=2"" —p?
k=0

for alla heltal n > 0.

(a) Visa att om a,b,c € Z, n € Z4 och a =b (mod n) si ar ca = ¢b (mod n).

(b) Los differensekvationen

Yn+2 — dYny1 +4yn =1,
Yo =1y1 = L.

(a) Skriv talet
i(V3+41i)
(1—4)°
pa rektanguldr form (a + b, a,b € R).
(b) Ekvationen
2 =222 4322 -2:42=0
har roten —i. Los ekvationen fullsténdigt.

(a) Bestdm forst ¢(11) och dérefter den multiplikativa inversen till 7 modulo ¢(11).

(2p)

(3p)

(2p)

(3p)
(1p)

(b) Grafen G dr sammanhéngande och har 11 bagar. Tre av noderna har grad 4 och tre av noderna

har grad 2. Kan man med denna information dra slutsatsen att G &r en Eulergraf?

(Ip)

(c) Ett fotbollslag med totalt 38 personer ska aka pa tréningsldger och bo pa hotell under en
natt. Hotellet har enkelrum for 400 kr/natt, dubbelrum for 600 kr/natt och trippelrum fér 700
kr/natt. Vilket dr det maximala antalet enkelrum som kan bokas om totalsumman inte ska

Overstiga 13200kr?

(a) Pa hur manga sitt kan han vélja 24 617

(3p)

. Ingenjorsstudenten Pelle 4r med i en festkommitté och har fatt uppdraget att kopa 24 6l till festen.
I affaren dar han ska handla finns det fyra sorter: Carlsberg, Tuborg, Falcon och Spendrups.

(Ip)

(b) Nér Pelle ar i affiren ringer festledaren Kajsa och séger att Pelle méaste kopa minst tre av

varje sort. P4 hur méanga sétt kan han da vélja ut élen?

(1p)

(c) Nér Pelle packar ner 6len i kundvagnen ringer Kajsa igen och séger nu att han istéllet ska kopa
tre Falcon, minst tre Carlsberg och hégst fem Tuborg. Antal Spendrups spelar ingen roll. Pa

hur manga sitt kan han nu till sist vilja ut de 24 dlen?
Svaren ska anges pa berdknad form.

Lycka till!

(3p)



Losningsforslag

1. (a) Vihar

1 -z, z<1 14z, x> -1
1—2x| = 1+ =
—(1—2), z>1 —(142z), z<-1

och vi 16ser darfor ekvationen i tre intervall:

z | -1 1
1—z|—|l+z|=2 l—z|—|1+z|=2 l—z|—|1+z=2
sl-z—(—1+2z) =2 sl-z—-—(1+z)=2 e —(1-z)—(1+42)==x
& x =2 + Utanfor intervallet! < x=0 < x = —2 « Utanfor intervallet!

N=—zl—-1+z|=z<z=0.

(b) A: Visamlar alla termer pé véinster sida om olikhetstecknet, gor likndmnigt, faktoriserar och
gor teckenstudium:
I 2+’ +a P+’ +r—ax-1) x(2®+2)
- <z & —

—_— = = <0.
r—1 v x—1 rx—1 =

r—1

Faktorn x2 + 2 > 0 paverkar inte tecknet och behdver inte tas med i teckenstudiet.

T ‘ 0 1
z - 0 + + + 34 .2
>+t +x
r—1 _ _ 0 + ?SIII@OSI’<1
@42 | L,
rz—1

B:z?<le-l<z<l
C:ln2—-2)>02—z>1ex<]1.
De implikationer som géller &r alltsd: A = B, A= C och B = C.

2. (a) 1) Om alla ord ska inledas med "MATTE” kan vi plocka bort dessa bokstéver och vi har da
bara kvar bokstédverna i ’APPARAT”. Om dessa sju bokstéver varit olika hade vi kunnat
bilda 7! olika ord men eftersom vi har tva P:n och tre A:n och dessa kan permuteras pa 2!
respektive 3! olika sdtt utan att ett ord dndras, far vi totalt 2%, = 420 olika ord.
2) Vikan i det hér fallet betrakta alla T:n som en bokstav 7 = TTT, alla A som en bokstav
A = AAAA och har da totalt sju bokstéaver: M, A, 7 ,E,P,P,R. Eftersom vi har tva P:n kan
vi enligt samma resonemang som i 1) darfor bilda %: = 2520 olika ord.

(b) Har kan vi forstas gora att induktionsbevis men om vi istéllet utnyttjar formlerna for geomet-
risk och aritmetisk summa far vi direkt:

S S S L LR
k=0 k=0 k=1 k=0

3. (a) Sats: Om a,b,c € Z,n € Z4 och a =b (mod n) si dr ca = ¢b (mod n).
Bewis:

a=b (modn) < nlla—>)=nlcla—>) < n|(ca—chb) < ca=cb (modn).
(b) Den allménna lsningen till den linjara differensekvationen

L(Yn) = Ynt2 — 4Ynt1 +4yn =1 (1)

ges av Yn = Ynn + Ypn dAr yp, &r den allménna losningen till motsvarande homogena differen-
sekvation £(y,) = 0 och yp, en partikuldrlésning till (1).

i. Bestimning av ypn:
Rétterna till den karaktiiristiska ekvationen 72 —4r +4 = (r —2)2 = 0érry =1y = 2
vilket ger
Yhn = (C’m + CQ)?“



ii. Bestdmning av Ypn:
Eftersom hogerledet &r ett forstagradspolynom ansétter vi yp, = An + B. Inséttning ger:

Ynt2 — Wny1 +4yn = A(n+2)+ B —4(A(n+ 1)+ B) + 4(An + B)
=(A-4A+4An+2A+B—-4A—-4B+4B=An—-2A+ B =n
S A=1,B=2.

Den allménna 16sningen till differensekvationen &r alltsa
Yn = Yhn T Ypn = (Cln + CQ)2” +n+ 2.
Fran begynnelsevillkoren far vi

Yo=(Cr-04+C)2°4+04+2=Cr+2=1Cy = —1,
p=(C1-14+C)2" +1+4+2=(C1 —1)2+1+2=2C1+1=1sC, =0.

Den sokta 16sningen &r darfor
Y =n+2—2".

Gar vi 6ver till poléar form far vi

1 i)3 T
arg z = arg (m) = arg(i) + 3arg(V3 4 i) — 6arg(l — i) = 5 +3- -6 (—7> = —
V3P 128 .
o L—ds T (V)

i(V341i)3

A=

j S | .
dvs z =1le'2 =e€'2 = 1.

Polynomet i vinsterledet har reella koeflicienter och darfor &r &ven konjugatet i en rot. Enligt
Faktorsatsen har polynomet dérfor faktorn (2 —i)(z +4) = 2% + 1. Polynomdivision ger 2* —
223 + 322 — 22+ 2 = (22 +1)(2? — 22 + 2) dér den andra faktorn har nollstillena 2z = 1 £

Sammanfattningsvis &r rotterna z = £¢ och z =1 % 1.

Om p &r ett primtal &r ¢(p) = p — 1 och eftersom 11 &r ett primtal ar ¢(11) = 10. Om x ar
den multiplikativa inversen till 7 modulo ¢(11) har vi enligt Divisionsalgoritmen:

Tr=1 (mod 10) & 7z =10k +1 < 7z — 10k = 1.
Om vi inte ser direkt att (z, k) = (3,2) &r en 16sning kan vi hitta den med Euklides algoritm:

10=1-74+3

51=7-2.3=7-2-(10-7)=7-3-10-2.
7T=2-3+1

Den multiplikativa inversen till 7 modulo ¢(11) &r alltsa 3.

Enligt "Handskakningslemmat” &r summan av nodernas gradtal lika med 2 ganger antalet
béagar. Eftersom tre av noderna har grad 4 och tre har grad 2 far vi darfor:

D deg(v) =2|E|+3-44+3-2+s5=2 11 s=4
veV

dér s dr summan av resterande nodernas gradtal. Enligt Euler-Hierholzers sats innehaller G
en Eulercykel om och endast om den dr sammanhéngande och samtliga noder har jamn grad.
Eftersom s = 4 ar det mojligt att det resterande antalet noder adr 4 och deras gradtal 1 som
dr udda. Med den givna informationen kan vi alltsa inte dra slutsatsen att G dr en Eulergraf.

Vi sétter e = antal enkelrum, d = antal dubbelrum, ¢t = antal trippelrum och séker de icke-
negativa heltalslosningarna till

400e + 600d + 700t = 13200 (totalsumman som inte far dverstigas) (1)
e+2d+ 3t =38 (hela laget ska fa plats pa hotellet) (2)

Fran ekvation (2) far vi e = 38 — 2d — 3t. Inséttning i ekvation (1) ger efter férenkling den
diofantiska ekvationen
2d + 5t = 20.



Eftersom ekvationen redan &r forenklad s& langt som mdojligt (sgd(2,5) = 1) dr den allménna
l6sningen (d, t) = (20dp+5n, 20tg—2n) dir (do, to) dr en 16sning till hjalpekvationen 2d+5t = 1.
Vi ser direkt att (do,tg) = (—2, 1) 16ser denna och den allménna 19sningen ges déarfor av:

(d,t) = (—40+5n,20 — 2n), n € Z,

vilket ger e = 38 — 2d — 3t = 38 — 2(—40 + 5n) — 3(20 — 2n) = 58 — 4n. De icke-negativa
heltalslosningarna bestdms genom:

e>0&58—-4n>0n<14
d>0& —-40+5m>0n>8 <8< n<10
t>020-2n>0<n <10

Ska vi maximera e = 58 —4n ska vi anvinda minsta tillatna viirdet pa n dvs 8 vilket ger e = 26.
Detta &r verkligen max antal enkelrum om totalsumman ska vara < 13200 kr. For n = 8, som
ger (e, d,t) = (26,0,4), dr varje rum fullt och véljer vi e > 26 blir totalsumman hogre eftersom
kostnaden per person dr hogre for enkelrum &n for dubbel- och trippelrum. Laget kan alltsa
hogst boka 26 enkelrum.

Sétter vi x1 = antalet Carlsberg, o = antalet Tuborg, x3 = antalet Falcon och x, = antalet
Spendrups, scker vi antalet icke-negativa heltalsosningar till

T+ a0+ a3+ 134 =24

3 4424-1\ _ 27\ _ (2T\ _ 272625 _
vilket ges av ( 24 ) = (24) = (3) = =555 = 2925.
Om Pelle ska képa minst tre av varje sort kan vi borja med att ldgga undan tre av varje sort

och har da 12 6l kvar att valja dvs vi sdker nu antalet icks-negativa heltallésningar till

T+ To+ 23+ 14 =12
. 4+412—1 15 15 15-14-13
vilket ges av (*7571) = (15) = () = 5577 = 455.
Om Pelle ska kopa tre Falcon, minst tre Carlsberg och hogst fem Tuborg har vi 3 = 3, 1 > 3
och x5 < 5. Om vi forst bortser fran kravet pa hégst 5 Tuborg och sétter y; = 1 — 3 blir det
totala antalet sétt att vélja ut de 24 &len lika med antalet icke-negativa heltalsldsningar till:

Y1 +34+22+3+24=24y1 +a2+ 14 =18

vilket ges av (*T1571) = (29) = (¥) = 212 = 190. Kravet hogst 5 Tuborg #r komplementet
till minst 6 Tuborg dvs x5 > 6 och detta fallet kan vi enkelt berékna p.s.s. som i (b). Med yo =
x9 — 6 ges totala antalet sdtt att vilja ut de 24 Slen da av antalet icke-negativa heltalslasningar
till

Y1+3+y2+6+3+r4 =24y +y2 + 14 =12

vilket ar (**1271) = (13) = (%) = 1423 = 91. Det sokta antalet siitt att vilja ut de 24 Slen

ges nu av skillnaden mellan de tva ovanstaende fallen d.v.s. av 190 — 91 = 99.



