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Inga hjdlpmedel. Fyll i omslaget fullstindigt och skriv anonymiseringskod pa varje papper. Skriv ldsligt
och hégst en uppgift per sida. For att erhalla full poing pa ett problem krdvs en kortfattad men fullstindig
motivering samt ett tydligt och exakt angivet svar pd enklaste form. Betygsgrinserna dr 15 p for 3 och
godkéind, 20 p for 4 och 25 p for 5.

1.

(a)

Los ekvationen (2p)
sinz + 2cos® z = 2.
Bestdm samtliga implikationer mellan féljande utsagor for reella tal a: (3p)
A: 14z —|z| >z, B:x? <1, C:e” 1<l

Ar utsagan (A = B) V (-A = C) A (B = C) en tautologi? (2p)

Los differensekvationen (3p)

Yn+2 — 3yn+1 + 2yn = 2n+27
yo=-1yp =1

Hur ménga olika "ord” med 12 bokstédver kan man bilda med hjélp av bokstadverna i

"MATTEAPPARAT”

om varje bokstav ska anvindas en gang och om:

1) orden inte far inledas med bokstaven “M”?

2) "MATTE” ska ing& som en del nigonstans i varje ord? (2p)
Visa att

DT 42k +1) =448+ 14424442+ -+ 27T 4 2(n+1) = 2" 4 n(n +3)
k=0

for alla heltal n > 0. (3p)
Formulera och bevisa faktorsatsen. (2p)
Ekvationen

2423 +8224+8=0
har roten 4. Los ekvationen fullstdndigt. (3p)

Grafen G dr sammanhéngande och har 11 bagar. Tre av noderna har grad 2 och tva har grad
4. De resterande noderna ér fler &n en men farre &n 8 och har samma grad. Ar G en Eulergraf?
Ar det mojligt att rita en graf med 11 noder dér alla noder har grad 3?7 (2p)

Kajsa féddes under andra halvan av 1900-talet. Om man multiplicerar hennes fédelsedag med
hennes fodelseméanad blir produkten ett tvasiffrigt tal som &r lika med det ar hon féddes.
Multiplicerar man hennes fodelsedag med 12 och hennes fédelsemanad med 34 blir summan
av de resulterande tvé talen 366. Nér foddes Kajsa? (8p)

Ingenjorsstudenten Pelle sitter och skriver en svar tenta i matematik. Tentan bestar av tva delar
med sex flervalsfragor pa varje del. Pa den forsta delen finns tre svarsalternativ per fraga och pa
den andra delen finns fyra alternativ per fraga. Endast ett alternativ per fraga ar rétt. Tyvérr vet
Pelle inte svaret pa nagon fraga och maste déarfor gissa. For att bli godkénd krdvs minst sex ratta
svar och man maste dessutom ha ratt svar pa minst en av fragorna fran varje del.

(a)
(b)

Vad ar sannolikheten for att Pelle far alla rétt pa tentan om han svarar pé alla fragorna? (1p)

Pelle svarar pa 4 fragor fran varje del innan han tréttnar och ldamnar lokalen. Vad &r sanno-
likheten for att han blir godkénd pa tentan? (4p)

Lycka till!
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Kortfattade motiveringar och svar

1. (a) cos’z=1-— sin® z insatt i ekvationen foljt av faktorisering ger

sinx(sinx—%)zO@x:m@x:%+27rnellerx:%”+27m,nel.

(b) Vihar Atz <l,a#-1,B:—-1<z<1,C:a2<1ldvs A= C,B= Aoch B=C.

2. (a) Gor sanningsvirdestabell. Utsagan dr en tautologi.
Anm: A har hogre prioritet &n V dvs utsagan PV Q A R ska tolkas som PV (Q A R).

(b) ynn = C1 + C22™. Ansats: y,, = An2"™. Inséttning ger A = 2.
Allmén 16sning: y, = C1 + Co2™ + 2n2". Sékt 16sning: y, = 2" (n — 1) + 1.

3. (a) 1. Antalet ord som inte inleds med M = totala antalet ord — antalet ord som inleds med M

- 4!132!!2! - 4!131!!2! = 1524600.

il. Betrakta MATTE som en bokstav M. Vi har d& bokstaverna MAPPARAT och kan bilda

W = 3360 olika ord.

(b) Visas med induktion eller genom att utnyttja formlerna f6r geometrisk och aritmetisk summa:

n

2ntl 1 n(n+1)
k1 k _
k§_0j2 F2>k 4+ 1)) 72§ 2 +2§jk+2§ 1=2 428 ot 1)

:271+2_2+n(n+1)+2(n+ ):2n+2+n(n+3).

4. (a) Se foreldsningsanteckningar (Polynom).

(b) Eftersom polynomet i viinsterledet har reella koefficienter dr &ven —i en rot och polynomet har
diirfor faktorn (z —i)(z +i) = 22 + 1. Polynomdivision ger 2% + 23 + 822 +8 = (22 +1)(2* +8).
Den binomiska ekvationen 2% = —8 Iéser vi enklast genom att ga 6ver till poldr form. Rotterna

till den ursprungliga ekvationen #r sammanfattningsvis z; o = +i, 23 = —2, z45 = (1 £iV/3).

5. (a) "Handskakningslemmat” séger att summan av nodernas grader dr lika med 2 ganger antalet
bagar vilket ger:

> deg(v)=3-2+2-4+ng=2E|=2-11ng=38
veV

dér n ar det resterande antalet noder och g deras grad. Eftersom de resterande noderna &r fler
dn en och firre &n 8 ar (n,g) = (2,4) eller (n,g) = (4,2). I bada fallen har samtliga G:s noder
jamnt gradtal. Enligt Euler-Hierholzers sats ar G darfor en Eulergraf.

Enligt “Handskakningslemmat” ovan gar det inte att rita en graf med 11 noder dér alla noder
har grad 3 eftersom 11 -3 = 33 # 2|E]|.

(b) Med d = dag och m = ménad soker vi de icke-negativa heltalslosningarna till den Diofantiska
ekvationen

12d + 34m = 366.

Vi far (d,m) = (5,9) respektive (d, m) = (22,3) dér bara den sista 16sningen ger ett fodelsear
dm = 66 under den senare halvan av 1900-talet. Kajsa féddes alltsa den 22 mars 1966.

6. Sannolikheten for en hindelse A ges av

Uc _ Antalet gynnsamma utfall for A

P(A) = =
(4) Urot Totala antalet mojliga utfall

(a) Det finns bara ett sitt att fa alla ratt och vi far darfor

Us 1 1
P(Alla riitt - .
P(Alla 18tt) = 720 = 5600 ~ 2085084




(b) Pelle svarar bara pa 4 fragor fran varje del och vi behover darfor bara rikna med dessa, dvs
som om provet hade 8 fragor och tva delar med 4 fyra fragor pa varje del. Detta innebar ocksa
att om Pelle far minst 6 réitt &r kravet pa minst ett riatt pa varje del automatiskt uppfyllt.
Minst 6 ratt betyder 6, 7 eller 8 ritt och totala antalet gynnsamma utfall ges darfér av summan
av antalet gynnsamma utfall for dessa tre fall:

v = (o) o (r (o)) (o) ()« () (o)) =

2R,2F | 4R,0F 3R,IF + 3R,1F 4R,0F | 2R,2F
4\ /1 4 4 4\ /1
- Q)2 () () (e -
3R,1F + 4R,0F 4R,0F + 3R,1F

Ug(8R) = (i) 1* (i) 1t=1

4R,0F + 4R,0F
Sannolikheten for att Pelle far minst 6 rétt och blir godkénd &r alltsa

Us  UG(6R) +UG(TR) + UG(SR) 174 +20+1 65 1

P(> 6 riitt) = - - _ <
(2 6 ratt) = 7= Urot 3444 6912 = 100




