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Inga hjdlpmedel. Fyll i omslaget fullstindigt och skriv anonymiseringskod pa varje papper. Skriv ldsligt
och hégst en uppgift per sida. For att erhalla full poing pa ett problem krdvs en kortfattad men fullstindig
motivering samt ett tydligt och exakt angivet svar pd enklaste form. Betygsgrinserna dr 15 p for 3 och
godkéind, 20 p for 4 och 25 p for 5.

1. (a) Los ekvationen (2p)
|z — 2| + |z + 3| = 52°.
(b) Bestdm samtliga implikationer mellan foljande utsagor for reella tal x: (3p)

) 3 + 32?2 — 2z

A: <z, B:e* 2 <1, C: |zl <2
xr — 2

2. (a) En skolklass bestar av 8 flickor och 6 pojkar. Klassen ska delta i en stor matematiktévling och
man ska darfor ta ut ett lag med 5 elever som ska representera klassen. Enligt tévlingsreglerna
ska varje lag besta av minst 2 flickor och minst 2 pojkar. P4 hur manga sétt kan man ta ut
laget? Svaret ska anges pa berdknad form dvs som ett heltal. (2p)

(b) Los differensekvationen (3p)

Yn42 — 5yn+1 + 6yn = 3n+17
yo=-1, ;1 =1

3. (a) Skriv talet
i(1+414)8
(1-1iv3)3
pa rektangulédr form (a + ib, a,b € R). (2p)
(b) Ekvationen
25 =324 4228 4422 —82+4=0
har en rot som &dr 1 — ¢ och en rot som &r liatt att gissa. Los ekvationen fullsténdigt. (3p)

4. (a) Formulera och bevisa formeln for en geometrisk summa. (2p)
(b) Visa att

n
Z322k+1:6+24—|—96++322n+1:2(4n+1_1)
k=0

for alla heltal n > 0. (8p)

5. (a) Grafen G ar sammanhingande och har 12 bagar. 5 av noderna har grad 2 och 2 av noderna
har grad 4. De resterande noderna &r fler &n 2. Kan man med denna information dra slutsatsen
att G dr en Eulergraf? (2p)

(b) Den lilla filmklubben Finfilm hade filmvisning en kvill. Forestéllningen var éppen for alla men
klubbens medlemmar fick 40 kr i rabatt pa biljettpriset som var 110 kr. Av dem som sag filmen
var mindre &n hélften medlemmar och filmklubben fick totalt in 2000 kr i biljettintdkter under
kvillen. Hur manga medlemmar sag filmen? (3p)

6. (a) Bestam ett tal x sd att 23z =1 (mod ¢(155)). (2p)

(b) En studentpub séljer sju olika sorters 6. En kvill kommer fem torstiga ingenjorsstudenter in
och bestéller var sin 6l. Bestéllningen gors si att inte tre (eller fler) av studenterna far samma
sorts 6l. P& hur ménga sétt kan det goras? Svaret ska anges pa berdknad form. (3p)

Lycka till!



Losningsforslag

1. (a) Vihar

T — 2, x>2 x4+ 3, x> -3
—(x—2), z<2 —(x+3), z<-3

och vi loser darfor ekvationen i tre intervall:

T -3 2
|z — 2| + |x + 3| = ba? |z — 2| + |z + 3| = 5a? |z — 2| + |x + 3] = ba?
& —(z—2) — (z + 3) = bz? & —(z—2)+z+3=>522 &z —2+x+ 3 =522
& =2z —1 =527 & 5 =ba? & 20 +1=ba?
S r=—1(1+2i) So==+l1 sr=11+V6)<i(1+3)<2
Saknar reella 16sningar! Ligger utanfor intervallet!

o =2l + |z + 3| =52% &z = +1.

(b) A: Visamlar alla termer pé vénster sida om olikhetstecknet, gor likndmnigt, faktoriserar och
gor teckenstudium:

x3+3x2—23:Sx®z3+3x2—2x_x:a:3—|—3:v2—2x—x(a:—2):xQ(x+2)SO.
T —2 T —2 T —2 T —2
T -2 0 2
z? + 4+ + 0 + + +
23+ 322 — 2z
x—2 - - - - - 0 + z—2
2
2
M + 0 - 0 - % +
T —2

B:e"?2<ler-2<0&0<2.
C:lz|<2e —2<z<2
De implikationer som géller ar alltsa: A = B och A = C.

2. (a) Har handlar det om urval utan hénsyn till ordningen och utan upprepning dvs kombinationer.
Antalet sitt att véilja ut t.ex. 2 flickor bland 8 ges av (g) Eftersom urvalet av pojkar &r helt
oberoende av urvalet av flickor ges totala antalet urval av fem elever dar minst 2 &r flickor och

minst 2 ar pojkar enligt additions- och multiplicationsprinciperna av

8\ (6 8\ (6\ 8.7 6-5-4 8-7-6 6-5
<2>(3)+<3)<2>—2!- s T a g =4 T 5 4+8.73.5=1400.

(b) Den allménna l6sningen till den linjéra differensekvationen

L(Yn) = Yn+2 — SYn+1 + 6yn = 3ntl (1)
ges av Yn = Ynn + Ypn dAr yp, &r den allménna losningen till motsvarande homogena differen-
sekvation L£(y,) = 0 och yp, en partikuldrlésning till (1).

i. Bestimning av ypn:
Rétterna till den karaktiristiska ekvationen 2 —5r +6 = 0 r r; = 2 och ry = 3 vilket ger

Y = C12" + Cr3".

ii. Bestdmning av Ypn:
Eftersom hogerledet 37t = 3. 3™ &r en exponentialfunktion med basen 3 &r standardan-
satsen A3™ men eftersom den ingér i yp, (och darfor inte kommer att fungera) gor vi
istallet ansatsen y,, = An3". Inséttning ger:

Ynto — SYni1 + 6yn = A(n +2)3"2 — 5A(n 4+ 1)3" T + 64n3"
=((9—15+6)n+18 —15)A3" = 343" =3"" « A = 1.



Den allménna 16sningen till differensekvationen &r alltsa
Yn = Yhn + Ypn = C12" + C23" +n3™.
Fran begynnelsevillkoren far vi

y020120+0230+0201+02:—1<:>01:—1—02,
g1 =012 + 03t +31 =2(—1 - Cy) +3C+3=Co+1=1Cy=0

vilket ger C; = —1. Den sokta 16sningen dr dérfor y,, = n3"™ — 2",

Gar vi 6ver till poléar form far vi

i(1+i)8) ) ) ) ™ T 7r e
argz = arg | ——=— | = arg(?) + 8arg(l + i) — 3ar 1—2\/527—1—87—3(—7):—,
g2 = s (T ) = anel) + Sarg(1 +0) — 3aug(1 —ivE) = 487 <3 (=F) = 5
SN [RGB DL B VP
(1—iv33 | [1—iv3P 28 7
dvs z = 2e'5 = 2627+ 5) = 261% = _2;.

Polynomet i vinsterledet har reella koefficienter och darfér &r &ven konjugatet till 1 — ¢ dvs
1+ en rot. Gissning ger dessutom roten 1. Enligt Faktorsatsen har polynomet dérfér faktorn

(z—A+iNez-1=))(z—-1)=(22=22+2)(z—1)=2> =322 + 42 — 2.
Polynomdivision ger nu att
25 =320 4228 142 — 8o+ 4= (2% 322+ 42 -2)(2* - 2)
dir den andra faktorn har nollstillena z = 4+/2.
Sammanfattningsvis fr rotterna z = 1 +4, z = 1 samt z = +v/2.
Vi soker en formel for den geometriska summan:
S:imk:1+m+x2+x3+~~+x" dér x #£ 1.
k=0
Vi har

rS=x(l4+z+a?+23+ - +a2") =z +? +23 4+ Fa" 42" =95 1 42"
S-1

A |
sSz-1)=2""-1 =" ——.
r#1 r—1
Har kan vi forstas gora att induktionsbevis men om vi istéllet utnyttjar formlen for en geo-
metrisk summa ovan far vi direkt:

n

n n 4n+1 o 1
§ 2k+1 __ § 2k __ § k __ _ n+1
k=0 k=0 k=0

Enligt "Handskakningslemmat” &r summan av nodernas gradtal lika med 2 ganger antalet
béagar. Eftersom 5 av noderna har grad 2 och 2 har grad 4 far vi darfor:

D deg(v) =2/E| <5242 4+5=2-12&5=6
veV

dér s &r summan av resterande nodernas gradtal. Enligt Euler-Hierholzers sats innehéller G
en Eulercykel om och endast om den dr sammanhéngande och samtliga noder har jamn grad.
Eftersom s = 6 &dr det mdjligt att det resterande antalet noder &r 6 och deras gradtal 1 som
dr udda. Med den givna informationen kan vi alltsa inte dra slutsatsen att G dr en Eulergraf.

Vi sétter m = antal medlemmar och i = antal icke-medlemmar som sag filmen och séker alltsa
de icke-negativa heltalslosningarna till den diofantiska ekvationen

70m + 1107 = 2000 < 7m + 117 = 200.



Eftersom sgd(7,11) = 1200 har ekvationen heltalslésning och den allménna losningen ges av
(m, i) = (200mgo + 11n,200ig — Tn), n € Z

dér (mo,ip) dr en 16sning till hjalpekvationen 7m + 11i = 1. Eftersom sgd(7,11) = 1 kan vi
hitta en sadan med hjélp av Euklides algoritm:

1=1-7+4
1=4-3=11-7—(T-4)=11-2-7T+4

=l A = -7 (31112

4=1-3+1 - B '

Vi kan alltsd vilja (mg, i) = (—3,2) och den allménna 13sningen ges nu av:
(m,i) = (=600 + 11n,400 — 7n), n € Z.

De icke-negativa heltalslosningarna bestdms genom:

600
m20<:)—600+11n20<:)n2f:54.5...

400 < 55 <n <57,
i20<:)400—7n20<:>n§7:57.1...

Enligt uppgiften soker vi l6sningar dir m < mTJ” i minskar med 7 och m ¢kar med 11 da

n okar med 1. Eftersom n = 55 ger (m, i) = (5,15) kan vi darfor direkt dra slutsatsen att 5
medlemmar sag filmen.

(a) Om p och ¢ &r tva olika primtal &r ¢(pg) = (p—1)(¢—1). Eftersom 155 = 5-31 (dvs en produkt
av tva olika primtal) far vi direkt att ¢(155) = (5—1)(31—1) = 120. Enligt divisionsalgoritmen
har vi

23z =1 (mod ¢(155)) & 23z =1 (mod 120) < 23z = 120k + 1 < 23z — 120k = 1.

Vi kan hitta en 16sning till den diofantiska ekvationen med Euklides algoritm:

120=5-23+5
23=4-5+3 1=3-2=23-4-5-(5-3)=23-5-5+3
5:1 342 =23-5(120—-5-23)+23-4-5
_ =23-27—120-5—4(120 — 5-23) = 2347 — 120 - 9.
3=1-2+1

x = 47 ar alltsa en 16sning till kongruensekvationen.
(b) Om farre an tre ska vilja samma olsort far vi tre fall:

Fall 1: Alla bestéller olika olsorter. Enligt multiplikationsprincipen kan det kan géras péa
7-6-5-4-3 = 2520 olika satt

eftersom den forsta studenten som véljer har 7 sorter att vilja pa, den andra 6 sorter, osv.

Fall 2: Ett par av studenterna bestédller samma sort och de Gvriga tre bestéller andra och olika
sorter. Har far vi borja med att vélja ut de tva studenter som ska képa samma 6lsort. Det
kan goras pa (g) olika sédtt. Paret kan sedan beraktas som en student vid valet av Slsort
och vi far darfor pd samma sitt som i (1)

5
<2) -7-6-5-4 = 8200 olika satt.
Fall 3: 1 sista fallet har vi tva par dar ett av paren bestéller en sort, det andra paret bestéller
en annan sort och den resterande studenten bestéller en tredje sort. I det hér fallet far vi
5\ (3
forst vélja ut 2 par bland de 5 studenterna och detta kan goras pa (2)2& olika satt. 2:an i
ndmnaren beror pa att ordningen i vilken vi véljer ut paren hér inte har nagon betydelse.
Vi far darfor i det hér fallet

() ()

2

-7-6-5 = 3150 olika sétt.



Totala antalet bestallningar ges nu enligt additionsprincipen av
2520 4+ 8200 + 3150 = 14070.

Amn: Man kan forstés &ven losa problemet pé foljande sitt: Antalet bestdllningar dar farre
an 3 véljer samma Olsort = totala antalet mojliga bestéllningar — bestéllningarna dar minst
3 véljer samma Olsort dvs:

e 3 viljer en sort och 2 viljer andra och olika sorter

e 3 viljer en sort och 2 viljer en annan sort

e 4 viljer en sort och 1 viljer en annan sort

e 5 viljer samma sort

Med samma resonemang som ovan far vi da

75(§)~7~6'5(2>'7‘6<i>~7~6<§)~7168072100420210714070.



