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Inga hjdlpmedel. Fyll i omslaget fullstindigt och skriv anonymiseringskod pa varje papper. Skriv ldsligt
och hégst en uppgift per sida. For att erhalla full poing pa ett problem krdvs en kortfattad men fullstindig
motivering samt ett tydligt och exakt angivet svar pd enklaste form. Betygsgrinserna dr 15 p for 3 och
godkéind, 20 p for 4 och 25 p for 5.
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Los olikheten (2p)

B —z—1
_— > .

x—2 =
Bestdm samtliga implikationer mellan f6ljande utsagor for reella tal a: (3p)

A: |z =1+ |z + 1| > 22, B:In(2—-12x) <0, C:a*<A4.

Ar den sammansatta utsagan (-X = Y) V (X AY) en tautologi? (2p)

Los differensekvationen (8p)

{yn+2 = 2Yny1 +yn = 2,

Yyo=1 9y =2
Skriv de bada talen 2z 0 = —1 +i+/3 pa polir form, beriikna dérefter 23 och 23 och ange svaren
pa rektanguldr form. (2p)
Ekvationen

2% — 22"+ 225 — 822+ 162 —16 =0
har roten 1 —4. Los ekvationen fullstdndigt och ange samtliga rotter pa rektanguldr form. (3p)

Formulera och bevisa formeln for en aritmetisk summa. (2p)

Visa att

D> (@23 4 3(1—2k) =9+ 15445+ +2- 3" £ 3(1— 2n) = 3(3"T" —n?)
k=0

for alla heltal n > 0. (8p)

Grafen G dr sammanhéngande, har 10 bagar och 6 av noderna har grad 2. De resterande
noderna &r firre dn 6 och har alla samma grad. Kan man med denna information dra slutsatsen
att G dr en Eulergraf? (2p)

Tagingenjoren Kajsa blir inkallad nér sparet mellan tva stationer blivit stromlost. Passagerarna
pa ett av tagen maste darfor transporteras med bussar mellan de tva stationerna. Varje sittvagn
i taget har 75 sittplatser och samtliga platser ar upptagna. Férutom sittvagnarna finns &ven en
restaurangvagn dar 20 passagerare befinner sig. Varje buss rymmer 55 passagerare och de fylls
innan de lamnar stationen. Nar Kajsa flyttat samtliga passagerare fran taget till bussarna har
den sista bussen 35 passagerare. Vilket dr det minsta antalet passagerare som kan ha befunnit
sig pa taget? (8p)

Bestim ¢(77) och berdikna 9242 mod 77. (2p)

I spelingenjoren Pelles populédra térningsspel kastar spelaren en vanlig tdrning fyra ganger
och berdknar totalsumman s som erhallits fran de fyra kasten d.v.s. 4 < s < 24. Vad ar
sannolikheten for att en kastserie ger s = 15 7 Svaret ska anges pa berdknad form som en kvot
mellan tva heltal. (3p)

Lycka till!



Losningsforslag

1. (a) Visamlar alla termer pa vinster sida om olikhetstecknet, gor likndmnigt, faktoriserar och gor

teckenstudium:
A | A | ¥-r—-1-2@-2) 2*-22+2-1
— > ——— —x = =
x—2 x—2 x—2 xz—2
_ 2
_ (x —1)(=* 4+ 1) > o.
Tz —2 -

Gissning ger nollstéllet z = 1 och faktorn = — 1. Faktorn 22 + 1 > 0 paverkar inte tecknet och
tas darfor inte med i teckenstudiet:

x | 1 2
r—1 - 0 + + +
z—2 - - - 0 +
—D(x?+1
w + 0 — * +
Tz —2
Olikheten ar alltsa uppfylld for x < 1 eller x > 2.
(b) A: Vi har:
z—1, x>1 x+1, x> -1
—(z—-1), z<1 —(z+4+1), z<-1
och vi 16ser darfor olikheten i tre intervall:
T -1 1
|z — 1] + |z + 1] > 22 |z — 1| + |z + 1| > 2? |z — 1] + |z + 1] > 22
s —(z-1)—(r+1)> 22 s —(r—1)+z+1>a? srz—1+z+1>2?
& =2z > 2? & 2> 2 &2 > 22
Srr+2)<0 s V2<r<V2 sz(z—2)<0
&S -2<x<0 Uppfyllt f6r alla z i intervallet! O0<ax<?2

Slr=1+lr 1>t e 2<r <2

B:ln2-2)<0&0<2-z<lel<e<2
C:12<4e-2<zg<2.
De implikationer som giller ar alltsa: A = C, B= A och B= C.

2. (a) Utsagan dr en tautologi omm den &r sann oberoende av sanningsvirdet for de ingdende vari-
ablerna X och Y. Vi gor en sanningsvirdestabell

X[V | -X| XY | XAY |(GX=3Y)V(XAY) |

S| S F S S S
S| F| F S F S
F | S S S F S
F |F S F F F
och drar slutsatsen att utsagan inte ar en tautologi.
(b) Den allménna l6sningen till den linjara differensekvationen
L(Yn) = Ynt+2 = 2Yn+1 + Yn = 2 (1)

ges av Yn = Ynn + Ypn dAr ypn, &r den allménna losningen till motsvarande homogena differen-
sekvation £(y,) = 0 och yp, en partikuldrlésning till (1).

i. Bestimning av ypn:
Rétterna till den karaktiiristiska ekvationen 72 —2r +1 = (z —1)2 =0 édrr =ry = 1
vilket ger
Ynn = (C1n+ C2)1™" = Cin+ Cs.



ii. Bestdmning av Ypn:
Eftersom hogerledet 2 dr ett polynom av grad 0 (konstant) dr standardansatsen en konstant
A men eftersom en konstantterm ingar i yp, kommer den inte att fungera. Multiplikation
med n récker inte heller eftersom &ven An finns i yp,. Vi gor dérfor ansatsen y,, = An?
och insédttning ger:

Unio — 2ni1 +Yn = A(n+2)% —2A(n + 1) + An?
=A(1-24+1)n*+(4—4)n+4-2)=24=2 A=1.

Den allménna l6sningen till differensekvationen ar alltsa
Yn = Yhn +ypn =Cin+ 0, +ﬂ2.
Fran begynnelsevillkoren far vi

y0:01~0+02+02:02:1,
=C1-1+C,+12=C1+1+1=2<C, =0.

Den sokta 16sningen &r déarfor v, = 1 4+ n?.

arg(z19) = arg(—1+iV3) =

212l = | - 1+iV3| =2

;2m
3=z =2e77 =27, =2% HBE — geti2m — g,

(b) Polynomet i vinsterledet har reella koefficienter och déarfor dr dven konjugatet till 1 — 4 dvs
144 en rot. Enligt Faktorsatsen har da polynomet faktorn

(z—(1+))(z—(1—4)=2*—-22+2.
Polynomdivision ger nu att
25— 224 4223 — 822 4162 — 16 = (22 — 22+ 2)(2° — 8).

Den andra faktorns nollstillen bestims av 2> = 8 dvs en binomisk ekvation som kan 15sas
genom att ga over till polar form. Det beh6vs dock inte i det hér fallet eftersom vi direkt ser
att z = 2 dr en rot och enligt uppgift 3a ovan ir dven —1 =+ i/3 rotter. Eftersom en algebraisk
ekvation av grad 3 har hogst tre olika rétter kan det inte finnas nagra fler. Sammanfattningsvis
ar rotterna till den ursprungliga ekvationen z =1+ 14, z = 2 samt z = —1 4 iy/3.

(a) Vi soker en formel f6r den aritmetiska summan:

n

S=Yk=1+2+3+4+---+n
k=1

Vi har
285=1424+3+4+ - +n+1+2+3+4+---+n
=1+n)+2+n—-1)+B4+n—-2)+--+(n+1)=n(n+1)

n st lika stora termer

n(n+1)'

& 5= 5

(b) Hér kan vi forstas gora att induktionsbevis men om vi istéllet utnyttjar formlerna for aritmetisk
och geometrisk summa far vi direkt:

22 36 4301 —6Z3k+321—62k—6 +3(n+1) 6@

:3-3"+1—3+3n+3—3n —3n:3(3”+1—n2).



5.

(a)

Enligt "Handskakningslemmat” &r summan av nodernas gradtal lika med 2 ganger antalet
béagar. Eftersom 6 av noderna har grad 2 far vi darfor:

> deg(v) =2|E| < 6-24+ng=2-10 < ng =8
veV

dér n ar det resterande antalet noder och g deras gradtal. Eftersom n < 6 dr de enda mojlighe-
terna att (n, g) = (1,8), (2,4) eller (4, 2) dvs i samtliga fall &r g jamnt. Enligt Euler-Hierholzers
sats innehaller G en Eulercykel om och endast om den &r sammanhingande och samtliga noder
har jamnt gradtal. Vi kan alltsa i det hér fallet dra slutsatsen att G maste vara en Eulergraf.

Vi sétter ¢ = antal tagvagnar och b = antal bussar och soker de icke-negativa heltalslosningarna
till den diofantiska ekvationen

75t + 20 = 55b + 35 < 15t — 11b = 3.
Eftersom sgd(15,11) = 1 har ekvationen heltalslosning och den allménna l6sningen ges av
(t,b) = (3t + 11n,3by + 15n), n € Z

dar (tg,bo) &r en 16sning till hjdlpekvationen 15¢ — 116 = 1. Eftersom sgd(15,11) = 1 kan vi
hitta en sadan med hjilp av Euklides algoritm:

15=1-11+14

1=4-3=15—-11—-(11-2-4)=15-2-11+2-4
11=2-443 » =

=15-2-1142(15—11) =15-3 — 11 - 4.
4=1-3+1

Vi kan alltsa véilja (to,bo) = (3,4) och den allménna losningen ges nu av:
(t,b) = (9+ 11n,12 + 15n), n € Z.

De minsta positiva virdena pa (¢,b) ges dd n = 0 och vi kan déarfor dra slutsatsen att det
minsta antalet passagerare som kan ha befunnit sig pa taget var 9 - 75 + 20 = 695.

Om p och ¢ &r tva olika primtal &r ¢(pq) = (p—1)(¢—1). Eftersom 77 = 11-7 (dvs en produkt
av tva olika primtal) far vi direkt att ¢(77) = (11 —1)(7 — 1) = 60.
Eftersom sgd(9,77) = 1 ger Eulers sats att 9°(7") = 1 (mod 77) och vi far dérfor

9242 — 960 . 960 . 960 . 960 . 92 =1.1.1.1.92=81=1-77T+4=4 (mod 77)

dvs 9242 mod 77 = 4.

Sétter vi x; = resultatet som kast nr ¢ ger (dvs 1 < x; < 6) och y; = x; — 1 soker vi alltsa
antalet heltalslosningar 0 < y; < 5 till ekvationen:

nFl+yp+l+ty+ldtpu+l=15y +y2 +y3+ys =11
Bortser vi forst fran kravet att y; < 5 ges totala antalet icke-negativa heltalslosningar av
4+11-1\ [14\ (14
11 S \11)  \3)

Eftersom summan i hogerledet &r 11 finns det dock 16sningar bland dessa dér en (men inte fler)
av variablerna &r storre dn 5, exempelvis dér y; > 6 vilket motsvarar att forsta tdrningskastet
visar mer &n 6 vilket &r omojligt. Vi maste darfor dra bort antalet sddana l6sningar och infor
vi variabeln z; = y; — 6 > 0 soker vi antalet icke-negativa heltalslosningar till

21+6+y2+ystys=11<21+y2+ys+ys =9

4+5-1\ (8 (8
5 - \5) \3)°
Eftersom vi har fyra variabler som kan vara storre &n 5 ges nu totala antalet gynnsamma utfall
14 8 14-13-12 8§:-7-6
—4 = —4 =364 — 4 - 56 = 140.
(5) () =5 15y oo =

Totala antalet méjliga utfall &r 6% och sannolikheten for att summan vid en kastserie blir 15
ar darfor

som ges av

140 140 35
(s =15) = %7 = 1596 = 321 ~ 1



