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Differensekvationer

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 1

En talféljd {y.} uppfyller
Y1 —2yn =0
Yo=3
Bestédm en formel for y.
Y1 = 2Yn
= {yn} = Vo, ¥1,¥2,¥3,...} = {3,6,12,24,..} = {3-1,3-2,3.22,3.2% ..}
S Yn=3-2"
Test for n=3: ys = 3-2° = 24 OKI

Allmant:

Differensekvationen y,.1 + ay, = 0 har den allmanna Iésningen y, = yo(—a)” J

Anm: Differensekvationer kallas ocksa rekurrensekvationer.
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Differensekvationer

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 2 (Komplexitet fér binér s6kning)

o N, = Antal element i en ordnad lista som kan genomsékas med hégst n
tester

:{nﬂ n @{ n+1 n 0 <:>N,,:C-2n

Ny =1 Ny =1
N=C-2'=1&C=1}
= N,=}.2"=2""

< n—1=log, Ny & n=log,(Ny) + 1

Komplexiteten for binér sékning = O(log N))

o Telefonkatalog med 1 miljon namn = n = 19.93... + 1
.. hégst 21 tester krévs!
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Differensekvationer

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 3

En talféljd {y.} uppfyller
Yor1 = 2y/Yn
Yo = 1.

{yn} — {1,27 2. \/572 . 23/4’2 . 27/8’2 . 215/16’2 . 231/3272 . 263/64’2 2127/128’ }
=>Yn="7

Mathematica: y, = 4'2 "
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Linjara differensekvationer

Definition 1
En differensekvation ar /injar om den kan skrivas pa formen

L(Xn) = hn (1)
dér £ &r en operator pa talféliden {x,} med egenskapen

L(axn + byn) = aL(xn) + bL(yn) a, b konstanter

(1) kallas homogen om h, = 0 annars inhomogen.

Av definitionen féljer:

@ Om x, och y, &r tva lésningar till en linjar differensekvation sa ar ocksa
axn + by, en 18sning for alla tal a och b.

@ EX1: yni1 = 2y, ar linjar.
@ Ex 3: yni1 = 2,/yn &r icke-linjar.
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Linjara differensekvationer

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 4

@ Xpi1 +2nx, =2" 1:aordn, linjar och inhomogen

0 Xpio + MXp1 — 3%, =0 2:aord, linjar, homogen

@ Xpi3 + 3Xpi2 + 4Xni1 — 2%, = 3" +2n  3:dje ordn, linjar, inhomogen
® Xpi2 4+ X241 —3x, =0 2:aordn, icke-linjar
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Homogena linjara differensekvationer med
konstanta koefficienter

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

L&s differensekvationen

Yoz — 4Yni1 +4yn =0,
Yo = 1, yi= 0.

@ Vi soker alla I6sningar dvs den allménna lésningen till differensekvationen:

Yni2 + PYni1 + q¥n =0, p, g godtyckliga konstanter (2)

@ Motsvarande 1:a ordningens ekvation y,.1 + ay, = 0 hade den allmanna
I6sningen y, = C(—a)”

o Vi testar darfoér om y, = Cr”, ar en 16sning till (2)
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Homogena linjara differensekvationer med
konstanta koefficienter

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Insattning av y, = Cr" i (2):

Voio + PYnet 4+ Qyn = Cr™2 4 pCr™' 4 qCr" = Cr'(rP + pr+q) =0
Ya=Cr"=0&C=0
< < eller
rP+pr+q=0 < Karakteristisk ekvation

Anm: En linjar homogen differensekvation har alltid en trivial I6sning y, = 0.
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Homogena linjara differensekvationer med
konstanta koefficienter

Man kan visa:

HOGSKOLAN

THALMSTAD.

Den homogena differensekvationen yn > + pys+1 + qyn = 0 har den allmdnna
lb6sningen

_ Cy f1n a4 szgn, n#rn
(C1n+ Cz)f1n, n=rn

dar ry och ry &r rétter till den karaktéristiska ekvationen r? + pr + q = 0 och Cy
och C, godltyckliga konstanter.
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Homogena linjara differensekvationer med
konstanta koefficienter

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 1 (forts)

Yoz — 4Yni1 +4yn =0,
Yo = 1, Yi= 0.

Cy r1” + Cgrz”, rn#rn

@ Karaktéristisk ekvation: Yn =
(Cin+C)rf, n=r

rP—4r+4=(r-22=0n=n=2
@ Allmén I6sning enligt Sats 1: y, = (Cin + C)2"

o y=1 =>(C1~0+Cz)20=1<:>02:1
O Wi :0=>(C1 -1+Cg)21 =0<=>C1 = —1
.. Den sokta lésningen ar y, = (1 — n)2".
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Homogena linjara differensekvationer med
konstanta koefficienter

Exempel 2

Los differensekvationen

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Ynie — 3Yne1 +2yn =0
Yo=0, y1 =1

G+ Crf, n#n
o Karaktaristisk ekvation: Yn= (Cin+ C)rf, n=n
rP—3r+2=0anrn=1,n=2

@ Allman I6sning enligt Sats 1: y, = Ci1" + C.2" = Cy + C2"

oyo:0:>C1+Cg2°=C1+02=0<:>C1=—Cz
Oy =1=2C+C2'=-Co+2C=Co =1
.. Den sokta I6sningen ar y, = 2" — 1.
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Mer om linjara differensekvationer

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Sats 2

L(Xn) = hn och L(yn) = gn = L(Xn+ Yn) = hn + gn

Sats 3
Om ypn &r en lésning till

| A\

(partikuldrlésning) sd ges den allmédnna Iésningen till (3) av yn = Yin + Ypn d&r yan
&r den allménna Iésningen till L(yn) = 0.

Exempel 3

| A\

Los differensekvationen

Yotz — 3Yni1 +2¥n = Xn
Yo=1, =0

dé a)Xn:23n b)Xn:22n
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Inhomogena linjara differensekvationer med
konstanta koefficienter

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 3 (a)

Q@ ym = Cy + Co2" enligt Ex 2
Q Ansats: ypn = A3". Insattning i (4):

Voiz — 3Ynet +2yn = A3™2 _3A3"" 1 2A3" = A3"(9 — 9 +2)
= 2A3"=2.3"< A=1.

. Yon =,

Q@ Allman l8sning enligt Sats 2: y» = Ypn + Yon = C1 + C22" + 3"

Q yo:C1+0220+30=C1+CQ+1 =1C=-0C
V1=Ci+C2' +3 ' =C +2C+3=-C2+2C+3=C+3=0
= C = 3, C, =-3
.. Den sokta lésningen ar y, =3 —3-2" + 3"
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Inhomogena linjara differensekvationer med
konstanta koefficienter

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 3 (b)

Samma metod som i (a) men ansatsen yp, = A2" ingar nu i yp, (&r 16sning till
homogena ekvationen) och fungerar inte.
Ny ansats: ypn = An2".

o Inséttning i (4):

Vore —3Yni1 +2yn = A(n+2)2"2 —3A(n+1)2"" +24n2"
= A2"((4—-6+2)n+8—6)=2A2"=2.2"
& A=1.
. ypn = f'l2n.

o Allmén I6sning enligt Sats 2: ¥, = Yin + Ypn = C1 + C2" + n2"
°yo:C1+0220+0'20:C1+02:1<:>C1:1—Cz
3% :C1+0221+1 .21 =C+2C+2=1-0C+2C+2=C+3=0
<=>C1 24,022—3
.. Den sokta l6sningen ar y, = 4 + (n — 3)2"
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Inhomogena linjara differensekvationer med
konstanta koefficienter

Exempel 4

L&s differensekvationen

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Yni2 — SYni1 +6yn=2n+1
y0:17 » =1

Svar:y,=n+2-2"

Exempel 5

L&s differensekvationen

Vni2 — 4Yni1 +3yn =4n+4
y0:17 » =0

Svar:y, =3"—n? —2n
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Inhomogena linjara differensekvationer med
konstanta koefficienter

Exempel 6

L&s differensekvationen

yn+2_3yn+1 +2yn:2-3”—2n
y0:07 }’1 :1

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

o Enligt Sats 2 &r y, = Ynn + Yp,n + Yp.n allman 16sning till
L(Yn) = Yny2 — 3Yns1 +2¥n=2-3"—2n

dar yp,n OCh yp,n &r partikulariésningar till £(yn) = 2 - 3" resp. L(ya) = —2n
o Enligt Ex 3 &r yn, = Cy + C»2" och yp,n = 3"

o Eftersom yp, innehaller konstantterm (C;) fungerar inte ansatsen
Yoon = @n+ b. Ansatsen yp,n = n(an+ b) = an’ + bn ger efter inséttning i
L(yn) = —2nkonstanternaa=b =1

@ Bestédmning av C; och C, med hjalp av givna varden pa yp och y; ger den
sékta lésningen y, =2—-3-2"+3"+ i’ +n
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Inhomogena linjara differensekvationer med
konstanta koefficienter

Sammanfattning

Partikularlésning ypn till

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Yni2 + PYntt + QYn = hn

Q@ h,=Ca"
o ypn = Aa” om inte yj, innehaller sddan term
© Ypn = Ana" om yp, = Cia" + Cob"
® Ypn = An?a” om yp, = (Cyn+ Cp)a"
@ h, = polynom:
© ypn = polynom p(n) av samma grad som hp om inte yj, innehaller konst. term C
© ypn = np(n) om yp, innehaller konstantterm C men inte Cn
© Ypn = np(n) om yh, = Cin+ Cp

Q hp=f,+ gn: Anvand sats 2
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Exempel: Rekursiv algoritm fOr sortering

Exempel 7 (Bubble sort)
Bestam effektiviteten = # jamférelser (y,) som kravs for att sortera en lista

{ti, b, b, ...t} (Ex: {38,5,1,6,4}, n=5)

av n st reella tal i storleksordning mha "Bubble sort”.
Rekursiv metod:

o Jfrty med t: t; > t byt plats, # < f gor inget
o Jfr (evnya) L med &5: & > t; byt plats, & < t;3 gor inget

@ Resultat: Totalt n — 1 jamforelser = Stdrsta talet langst till hdger.

© Bodrja om med listan {t, &, &3, ..., t,—1} < nya vérden.
Ex: {3,5,1,6,4}. Enrunda ger {3,1,5,4,6}. Borja om med {3,1,5,4}
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Exempel: Rekursiv algoritm fOr sortering

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 7 (Bubble sort forts)

Rekursionsformel:

Yn=Yn-1+n—1 o J Y Y =n—1
yi= 0 Y= 0
@ Yy = C-1" = C enligt tidigare
o Partikularldsning: Ansats y,, = an® + bn eftersom yj, innehaller C
@ Allman 16sning: yn = Yan + Yon = C + "—22 — 5. Villkoret yy = 0 ger C = 0.
n(n—1
R GES)

Anm: Totala antalet jamférelser:

Lﬂ Stammer!

Yo=14+2+3+4+ ..+ n—1= {Aritmetisk summa} = & 2
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Differensekvationer i Mathematica X
Lés differensekvationen

VYore — 3Yns1 +2yn=2-3"
Yo=0, 51 =1

@ Ldésning till homogena ekv:
RSolve[y[n+2]-3y[n+1]+2y[n]==0,y[n], n]

@ Allméan I6sning:
RSolvely[n+2]-3y[n+1]+2y[n]==2%3%n,y[n], n]

@ Sokt 16sning:
RSolve[{y[n+2]-3y[n+1]+2y[n]==2%3"n,y[0]==0,y[1]==1},yI[n],n]
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