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Vad ar kombinatorik? o

THALMSTAD.

Huvudfraga:

Pa hur manga satt kan en viss operation utféras?

Nagra exempel:
@ Hur manga ganger genomldps en slinga i ett visst datorprogram?
@ Hur manga kodord ar méjliga vid konstruktion av en viss kod?
@ Pa hur manga satt kan man fa exakt 10 ratt pa en stryktipsrad?
o

Pa hur manga séatt kan man dela in ett antal individer i lika stora grupper av
en viss storlek?

©

r identiska objekt ska laggas i n lador. P4 hur manga séatt kan det ske?
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Grundlaggande principer
Dirichlets ladprincip

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Sats 1 (Dirichlets ladprincip)

Om n + 1 féremal férdelats pa n lador maste nagon lada innehalla minst 2
féremal.

Exempel 1

I en grupp av fler &n 31 personer finns det alltid minst tva personer som &r fédda
pa samma dag i manaden.

Exempel 2

Om man valjer 8 tal bland 1, 2, ..., 13 finns det alltid minst 1 talpar med summa 14.
Gruppera taleni 7 1ador: [1,13], [2,12], [3, 11], [4,10], [5,9], [6, 8], [7]

@ "Stoppa ner” de 8 talen i de 1ador dér de hér hemma
Ladprincipen: Nagon lada innehaller 2 tal.

o Det kan inte vara i ladan [7] eftersom den bara kan innehalla 1 tal
= Det maste finnas 2 tal i minst 1 av de andra ladorna.
Eftersom de 2 talen ligger i samma lada har de summan 14.

A\
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Grundlaggande principer
Dirichlets ladprincip

Exempel 3

Hur manga stryktipsrader maste man tippa for att fa minst 5 ratt?

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Svaret ar 3:
@ Enrad med bara 1:or
@ En med bara kryss
@ En med bara 2:or

Motivering:
o Antag att vi har tre l1ador: [1], [x], [2]-
@ Placera resultatet fran varje spelad match (13 st) i ratt 1ada.

@ Den férdelning som ger minst antal ratta resultat i varje 1&da ar 4,4,5

= Minst en av de tre ladorna innehaller 5 resultat och motsvarande tipsrad
har da 5 ratt.
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Grundlaggande principer
Additions- och multiplikationsprinciperna

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Antag att vi har mojlighet att vélja mellan m varianter av ett objekt A och n
varianter av ett objekt B:

@ Additionsprincipen: Antalet sétt att géra ett val mellan m varianter av A och n
varianter av B &r m + n.

o Multiplikationsprincipen: Antalet satt att forst valja en av m varianter av A och
déarefter en av n varianter av B ar m- n.

v

Exempel 4

| en butik valjer vi bland 4 olika tréjor och 5 olika byxor:

@ Additionsprincipen ger totala antalet valméjligheter om vi ska képa ett plagg:
4+5=09.

@ Om vi ska képa en troja och ett par byxor ger multiplikationsprincipen
4 .5 = 20 olika alternativ.
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Grundlaggande principer
Additions- och multiplikationsprinciperna

Exempel 5

En person ska resa fran stad A till stad D och att passera staderna B och C.

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

A B C D

Multiplikationsprincipen:
# mojliga vagar mellan stad AochstadD =3-2-4 =24

Anm: Vi anvander "#” for antal
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Grundlaggande principer
Additions- och multiplikationsprinciperna

Exempel 6

En kastserie bestar av att 4 kast gérs med en tarning.

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

@ Hur manga kastserier ar mojliga?

@ Hur manga innehéller minst en 6:a?

@ BOr vi "sla vad om” att minst en 6:a kommer upp?
Lésning:

@ Multiplikationsprincipen = 6* = 1296 méjliga kastserier.

Q # serier med minst 1 6:a
= # mojliga serier — # serier utan 6:a
= 1296 — 5* = 1296 — 625 = 671
Q P(minst en 6:a) = # serier med minst en 6:a 671

Totala antalet méjliga serier = 1296 L

Sannolikheten for att en handelse A intraffar:
n Antalet gynnsamma utfall
PA) = - = 0<PA) <1
(4) N Totala antalet méjliga utfall =0 PA) <
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Grundlaggande principer
Additions- och multiplikationsprinciperna

Exempel 7

M={1,2,3,4,5,6,7,8}.
A={1,3,4}, B={3,8}, 0
ar 3 delméngder av M. Hur manga delméngder av M finns det?
Lésning:
Antag att vi ska bilda delmangden M;:
@ Vi gar igenom varje element och bestimmer om det ska inga i M,
o For varje element a € M har vi 2 alternativ: a € M eller a ¢ M,

o Multiplikationsprincipen = Totala antalet méjligheter=2.2...2 = 28

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Totala antalet delmangder till en mangd med n element &r 2”. I
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Grundlaggande principer
Additions- och multiplikationsprinciperna

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 8

| den tidig version av BASIC utgjordes en identifierare av en bokstav (A-Z) eller en
bokstav foljt av en siffra (0-9). Hur manga identifierare fanns det?

Ldsning:

Additions- och multiplikationsprinciperna = Totala antalet identifierare

= # identifierare med en bokstav + # identifierare med 1 bokstav och 1 siffra
=26+ 26 - 10 = 286 st
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Vi ska studera fyra huvudfall:

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Vi ska valja r element ur en méngd med n element.
Processen kan goras:

@ med eller utan aterlaggning
@ med eller utan hansyn till i vilkken ordning vi véljer elementen

w0 ) oD
e
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Urval med hansyn till ordning - Permutationer
Utan upprepning

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

En permutation &r en uppstélining av ett antal objekt i en viss ordning.

Exempel 9

o En permutation av tva element ur M = {A, B, C} ar t.ex. AB.
o Alla méjliga premutationer av 2 element bland 3 olika i M &r

AB, BA, AC, CA, BC, CB

o # permutationer av tva element bland 3 olika i M ar enligt
multiplikationsprincipen:
# satt att vélja 1:a bokstaven - # satt att vélja 2:a bokstaven =3-2 =6

o Totala antalet permutationer av 3 elementar:3-2-1 =3/ =6

Definition 1 (n-fakultet)

n=n-(n—-1)-(n—-2)---3.-2-1férn>1, 0!=1
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Urval med hansyn till ordning - Permutationer
Med upprepning

Exempel 10

Hur manga “ord” kan bildas mha bokstaverna i ordet “DATORN” om

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

@ Alla bokstaverna skall anvandas exakt en gang?
Q@ Tre av bokstaverna skall anvandas exakt en gang?
© Upprepning ar tillatet och alla ord ska innehalla 10 bokstaver?

Lésning:
Multiplikationsprincipen =

@ 1:a bokstaven kan véljas pa 6 satt, 2:a pa 5 sétt, 3:dje pa 4 satt osv

=6-5-4.3-2.-1=6!=720o0rd
6-5-4.3.-2-1 6! 6!

965 3.2 1 3~ (6_g) 1200

© Eftersom upprepning ér tillaten kan varje bokstav i ordet véljas bland de 6
bokstéaverna = 6-6---6 = 6'° = 60466176 ord
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Urval med hansyn till ordning

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Antalet satt att valja ut r objekt bland n olika objekt med hansyn till ordningen ar

@n-n-n---n=n" upprepning tillaten

@ P(n,r)= upprepning ej tillaten

n!
(n=r)!

P(n, r) = Antalet permutationer av r element bland n.
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Urval med hansyn till ordning

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 11

Hur méanga “ord” med 9 bokstaver kan man bilda mha bokstéverna i ordet
“ANFALLARE”?

Lésning:
@ Om alla bokstaver hade varit olika hade antalet varit 9! st
@ 3stA:
A{NEFL{L2A2AsR = AoNEFL LA AR = ...
= 3! olika varianter av samma ord
o 2stL:
ENA;FL Azl -AsR = ENA{FL,AL 1 AsR

= 2! olika varianter av samma ord

o9 .
o Totalt: 3ol = 30240 olika ord
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Urval med hansyn till ordning

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 11 (forts.)

Hur manga “ord” med 9 bokstéver kan man bilda mha bokstaverna i ordet
“ANFALLARE” om

@ alla A:n ska sta intill varandra?
@ det dessutom ska finnas minst en bokstav mellan tva L?
Lésning:

@ Betrakta A:na som en bokstav A = AAA = totalt 7 bokstaver: ANFLLRE

Eftersom vi har 2 st L far vi totalt
|
71 =2520 olika ord
@ Om L:n skulle statt intill varandra hade vi fatt 6 bokstaver: ANFLRE (£ = LL)
= 6! = 720 olika ord
Om samtliga A:n star intill varandra och det finns minst en bokstav mellan tva
L far vi darfor -

o1~ 6! = 1800 olika ord
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Urval utan hansyn till ordning - Kombinationer
Utan upprepning

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

En kombination av r objekt bland n olika objekt ar ett urval dar ingen hansyn tas
till ordningsfdljden och déar urvalet sker utan upprepning.

Exempel 12

Hur manga kombinationer av tva tal kan vi vélja ur M = {A, B, C}?

@ Permutationer:
AB, BA, AC, CA, BC, CB (6 st)

@ Kombinationer:
AB=BA, AC=CA, BC=CB (3st)

@ # kombinationer N
# permutationerav2ur3  @-ap 3!

~ # permutationer av 2 element 21 (83—2)12!
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Urval utan hansyn till ordning - Kombinationer
Utan upprepning

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Allmant:

Antalet satt att valja ut r objekt bland n olika objekt utan hansyn till ordningen och
utan upprepning = antalet kombinationer av r element bland n

n!

"™ (" <« Binomialkoefficient ("n éver r”)
(n—=r)tr! r

v

Exempel 13

13y _ 131 13! 13-12-11-10-9-8---2-1
4) — (13—-4)41 914 9.8..2.1.4.3.2-1
13-12-11-10
= 557 =1311:5=715

| Mathematica: Binomial[13, 4]
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Urval utan hansyn till ordning - Kombinationer
Utan upprepning

Exempel 14

Pa en studentfest halsar alla de 14 deltagarna pa varandra en gang. Hur manga
hélsningar blir det totalt?

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Lésning:
Numreras studenterna (1,2, 3, ..., 14) motsvarar en halsning ett talpar. Ordningen
ovasentlig = Vi soker # kombinationer av 2 element bland 14:

14) 14 1413
2) T (4—2y21 2.1

Allmént: Om n personer halsar pa varandra blir totala antalet halsningar

(g) = w:1+2+3+4+...+n—1 + Aritmetisk summa

Rekursiv beskrivning: y,i1 = ya+n, y1 = 0.
Jfr med uppgifterna 1a och 3d pa paket 2.
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Urval utan hansyn till ordning - Kombinationer g
Utan upprepning

Exempel 15

En student ska besvara 7 av 10 tentafragor. P4 hur manga séatt kan studenten
vélja de 7 fragorna?

Lésning:
Ordningen ovéasentlig = Vi séker # kombinationer av 7 element bland 10:

10y _ 1o 10 fo _(10) _10-9-8 .
7) " (@0—7)71 371 (10-3)B81 \3) 3.2-1

Anm: Fran exemplet inser vi att
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Urval utan hansyn till ordning - Kombinationer
Utan upprepning

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 15 (forts)

Tentafragorna ar indelade i 2 delar med 5 fragor i varje. P4 hur manga satt kan
studenten valja ut fragorna om

@ Exakt 3 fran den 1:a delen ska besvaras?
@ Minst 3 fran den 1:a delen ska besvaras?

Lésning:
Additions- och multiplikationsprinciperna =

5 5 L
Q <3> . <4) =105 = 50 olika satt
N——" N——"

3frandel 1 4 fran del 2
Q@ 3, 4 eller 5 fragor fran del 1 och resten fran del 2:

)()  (€) §)  (£) €] = oot
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Urval utan hansyn till ordning - Kombinationer
Utan upprepning

Exempel 16

| en urna finns 20 réda och 30 blda kulor. Pa hur manga satt kan man vélja ut 5
kulor s att

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Q alla ar roda?
@ 3 arroda och 2 ar blaa?

@ minst 3 &r roda?

Lésning:
Additions- och multiplikatonsprinciperna =

Q (¥) = 219181716 _ 15504 olika sétt
Q (%) - (¥) = 495900 olika st

Q () () +(3) - () +(%2) - (¥) = 656754 olika satt
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Urval utan hansyn till ordning
Med upprepning

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 17 (Dela ut bullar)

12 bullar ska delas ut till de fyra duktiga studenterna A, B, C och D. P& hur manga
satt kan detta ske?

o Vilagger bullarna i 4 I1ddor med x; = # bullar i lada 1 (till student A) osv
= Vi sbker antalet icke-negativa heltalslésningar till x; + x> + Xz + x4 = 12
o Lagg de 12 bullarna pé rad och placera ut 4 — 1 = 3 ladvaggar

X1=3
[ N J [ N J o0 000

@@ Lada 1 2 3

Véagg 1 2 3

Xo=2 X3=5 X4=2
[ N ]

4

0 # sétt att fordela de 12 +4 — 1 = 15 symbolerna (12 bullar + 3 vaggar)
(12+4-1) (4412—-1)\ (15} (15 _15-14-13_455
121(4 - 1) 12 “\12) " \3) 3.2.1

Jfr Ex 11: Antal olika ord med 15 bokstaver mha 12 A:n och 3 B:n ar 12
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Urval utan hansyn till ordning
Med upprepning

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Allmant férdelningsproblem:

Pa hur manga séatt kan r st identiska kulor placeras ut i n st olika lador?

Alternativ formulering:

Pa hur manga sétt kan man valja ut r kulor fran en samling med n kulor utan
hansyn till ordningen och med aterlaggning?

o Satt x; = antalet ganger kula nr i véljs =

@ Svaret ar aterigen antalet icke-negativa heltalsldsningar till

X1+Xo+...+Xn=17r
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Urval utan hansyn till ordning
Med upprepning

Sammanfattning:

Antalet satt att placera ut r st identiska kulor i n st olika lador

HOGSKOLAN

THALMSTAD.

= Antalet icke-negativa heltalslésningar till
X{1+Xo+...+Xn=1T

= Antalet satt att valja ut r st kulor fran n st utan hansyn till ordningen och med

upprepning tillaten
_(n+r—1
N r
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Urval utan hansyn till ordning
Med upprepning

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 18 (Dela ut 12 bullar igen)

Varje student ska nu ha minst en bulle.
o Dela ut en var. Da aterstar 8 bullar att dela utdvs r =8, n =4
o # sétt att fordela dessa pa ar

n+r—1\ _ (4+8-1\ (11 (11} _11-10.9
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Urval utan hansyn till ordning
Med upprepning

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 19 (Ytterligare ett bullproblem...)
Pa hur manga séatt kan vi dela ut hdgst 12 bullar till de duktiga studenterna?
Vi s6ker alltsa antalet icke-negativa heltalslésningar till olikheten

X1+ X2+ X3+ x4 <12

Infér hjélpvariabeln xs och studera ekvationen xi + xo + x3 + X4 + X5 = 12:
@ icke-negativa heltalslésningar = 0 < x5 < 12
O x5=0=x1+...+x=12, X5=1=Xx1+ ...+ x4 =11, 08v

Problemet ar alltsa ekvivalent med att hitta antalet icke-negativa heltalslésningar
till ekvationen
X1+ Xo+ Xz + X4 + X5 = 12

Vi far

n4r—1 54+12—1 16 16) 16-15-14-13 )
( r )‘( 12 )‘(12)‘(4)‘ Tomopo = LAl Eel
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Urval utan hansyn till ordning e
Med upprepning

Exempel 20

Hur manga olika kastserier kan géras med 4 tarningar?

Lésning:

Vi ska goéra 4 urval (r = 4) bland 6 element (n = 6) med aterlaggning och
ordningen ar ovasentlig.

Sétter vi x; = # 1:0r, xo = # 2:0r osv, soker vi # icke-negativa heltalslésningar till

X1+ Xo+ Xz + Xa+ X5 + Xg = 4

6
1_126

. . 6+4—1 9 9-8-7-
= # olika kastserier = ( 4 ) = <4> S
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Urval utan hansyn till ordning g
Med upprepning

Exempel 21

Vilket varde har a da programmet exekverats?
a =20
for i = 1 to 25
1 to i
=1 to j
a=a+1
@ aodkar med 1 for varje taltrippel (i,j, k), 1 < k<j<i<25
o # taltripplar = # urval av r = 3 tal bland n = 25 tal, upprepning tillaten, ej
h&nsyn till ordningen
= # icke-negativa heltalslésningar till x; + X2 + ... + Xo5 = 3

Ao n+r—1 _ 25+3-1 _ 27 _ 2925
r 3 3

for j

~

for
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Sammanfattning

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

De fyra huvudfallen:

Antalet satt att valja ut r st objekt bland n stycken olika objeki:

Urval med aterlaggning | utan aterlaggning

n!
(n—=r)!

utan hansyn till ordn <n + ; B 1) <Ir7>

P(n, r) = # permutationer av r element bland n element
() = # kombinationer av r element bland n element.

med hansyn till ordn n’ P(n,r) =
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Binomialteoremet

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Vi vet att

(a+b)?® = (a+b)a+b)=4a +2ab+ b

(a+b)® = (a+b)a+b)(a+b)=(a+b)(a +2ab+b?)
= & +338b+3ab’+b°

(a+b)* = (a+b)(a+b)(a+b)(a+b)=(a+b)(a +3ab+3ab®+b°)
= a'+4a°b+6a°b° +4ab® + b*

(a+b)'® = 7

Finns det ett snabbare sétt att utveckla (a + b)'® ?
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Binomialteoremet

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

(@a+b)'® = (a+b)(@a+b)---(a+b)
100 st faktorer
Multiplicerar vi ihop parenteserna far vi termer av typen
a'%, a%p, a%p?, a7 b%, ..., ab*, b'® dvs a'°~"b", r =0,1,2,3,...,100
o Vi far en term a'® = Koefficienten framfér a'® ar (%)
o Vi far termer av typen a**b genom att multiplicera ett b ur en parentes med
99 a:n fran de dvriga.
Parentesen med b kan véljas ut pa ('%°) olika sétt
= Koefficienten framfér a*b blir ('$%)
o Vi far termer av typen a®b* genom att multiplicera tv& b:n ur tva parenteser
med 98 a:n fran de dvriga.
Parenteserna med b:n kan véljas ut pa ('3°) olika st
= Koefficienten framfér a®b? blir ('3°)
o Vi far termer av typen a'%~"b" genom att multiplicera r st b:n som véljs bland
r parenteser med (100 — r) st a:n som véljs bland de &vriga.
De r parenteserna kan véljas pa ('%°) olika satt
= Koefficienten framfér a'®~"b" blir (*%°)
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Binomialteoremet o

Sats 2 (Binomialteoremet)

(a+b)" = (n) a’+ (n) a'b+..+ (n) a b +..+ (n) b"
0 1 r n
a

() s

r=0

Koefficienterna (") kallas binomialkoefficienter

Nagra samband mellan binomialkofficienter:

0 = o = mmm = () =

() 5 =) =1

(nﬁr) = (n—(n—?)!)!(n—r)! = r!(nnir)! = (7)

"M = % =.=(M+(,",) (Pascals triangel)
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Binomialteoremet
Pascals triangel

()=

kan anvéndas vid bergkning av binomialkoefficienter:

n=0 o)

n=1 o @) 1
n=2 o @ @ 1
n=3 o @ @ 6 13

n=4 @ @ @ 6 @ 1 4

n=5 ¢ ) @ 6 @ @ 1 5 10

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

(a+b)® =& +5a*b+10a°b? + 102°6° + 5ab* + b° I
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Binomialteoremet

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 23

Bestam koefficienten framfér x® i (x + 2)7

Lésning:
o Allman term: (7)x’~"(2)" = (7)x" 23"
07-2r=3&r=2

. Koefficienten framfor x° blir: (5)3% = 2632 = 21 .9 = 189
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