MA2047 Algebra och diskret matematik

Nagot om komplexa tal

Mikael Hindgren

HOGSKOLAN
| HALMSTAD

16 oktober 2024



Den imaginara enheten i

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Det finns inga reella tal som uppfyller ekvationen x? + 1 = 0.

Vi infér den imaginara enheten i med egenskapen J

#=-1

Ekvationen x2 +1 = 0 har da Isningen x® = —1 = 2 & x = +i

Los ekvationen x° + 4 = 0.

Lésning:
X¥=—4=(-1)4=F 4 x==22
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Det komplexa talomradet

Exempel 2

Los ekvationen x% + 2x + 10 = 0.

Lésning:
X*+2x+10 = (x+1)°—-14+10=(x+1)>+9=0
S (x+1)P7 = —9=(-1)9=79
Sx+1 = £3i
Sx = —1+£38)

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Lésningarna bestar av en reell del (—1) och en imaginar del (3 respektive —3).

Anm: pg-formeln om (8)? < g:

Xt+px+qg=(x+22-(22+qg=0
& (x+8P =(8P-q9=_20_(a-(8?

N—_—— Yh/_’
<0 - >0

sx = —R+i/qg—(B)
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Det komplexa talomradet

HOGSKOLAN

THALMSTAD.

Definition 1 (Komplexa talomradet)

Mangden av tal z = a+ ib, dar a, b € R, kallas det komplexa talomradet C.
@ a=realdelen av z (Re 2)
@ b =imaginérdelen av z (Im z)

Om Re z = 0 ar z imaginart.

Anm:

o Imaginardelen av ett komplext tal &r ett reellt tal:
Ex:z=2-8i=Imz=-3

o De reella talen &r de komplexa tal vars imaginardel &r noll
= R &r en &kta delméngd av C:

NCcZcQcRcC
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Rakneregler fér komplexa tal

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Definition 2 (Rakneregler)

Om z; = a+ iboch z, = ¢+ id &r tva komplexa tal och x ett reellt tal s& definierar
vi likhet, addition, subtraktion och multiplikation enligt:

Q zi=z=a=cochb=d

Q xzi = xa+ ixb

Qz+z=(at+ib)+(c+id)=a+c+i(b+d)
Qzi—z=z+(-1)2

Q z -z = (a+ib)(c+id) = ac + iad + ibc + bd = ac — bd + i(ad + bc)

Sats 1

Lagarna for addition, multiplikation och subtraktion av reella tal géller ocksa for
komplexa tal.

Anm: Vi kan alltsa rakna med komplexa tal precis som med reella om vi tar
hansyn till att 2 = —1.

.

Akademin for Informationsteknologi - ITE MA2047 Algebra och diskret matematik N&got om komplexa tal



Rakneregler fér komplexa tal

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 3

Bestam z; + 25, z1 - z20ch z1 — zz0m z; =2+ 3ioch zo = 5 — 4i.
Lésning:
Zi+2 = 24+3i+5—4i=7—1i
z1-20 = (2+43i)(5—4i)=10—8i+15i — 127 =22 +7i
zZ1—2 = z1+(—1)22=2+4+3i+(-1)(5-4))= —3+7i
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Komplexa tal och olikheter

HOGSKOLAN

THALMSTAD.

Kan vi definiera olikheter f6r komplexa tal som uppfyller de vanliga lagarna fér
olikheter mellan reella tal?
For a,b,c € R har vit ex

c>0ocha<b=ac<bc (Ex: 2<3=2-4<3-4)

Vi véljer talen 0 och i:
@ /#0=i>0elleri<0
@ Antag atti > 0:

=0=0-i<i-i=F=—1orimligt!
a ¢ b ¢
o Antagistélletatti < 0 < —i > 0:
=0=0-(=i) < (=) (=i)=#= —1 orimligt!
a c b c

Slutsats: Det gar inte att definiera en ordningsrelation pa C som uppfyller de
vanliga ordningslagarna pa R. Uttryck av typen z; < z; har ingen mening om vi
med "<” menar den vanliga ordningsrelationen pa R.
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Det komplexa talplanet

o Ett komplext tal z = a + ib kan tolkas geometriskt som en punkt (a, b) eller

en vektor i det komplexa talplanet

@ x-axeln kallas den reella axeln och y-axeln den imagindra axeln

o Addition av tvd komplexa tal z; och z, motsvaras av vektoraddition

Im Im
b+ d) 21+ zm=a+c+i(b+d)
z=a+ib O+ - -
Zm=c+id
ib id ;oo
7
’
7
’
’
b z21=d+1ib
a R:, c a a+c Re
Addition
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HOGSKOLAN
THALMSTAD.
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Absolutbelopp och konjugat iz

@ Avstandet mellan talet (punkten) z = a + ib och origo ar v a® + b?
@ Spegelbilden av talet z = a+ ib i den reella axeln ar talet a — ib

Im Im Im

z=a+ib

Definition 3

Omz=a+ib, a,b e R, kallas
@ |z| = V& + b? absolutbeloppet av z
@ z = a— ibkomplexkonjugatet till z

@ |zy — 2| &r avstandet mellan punkterna z; och z»
@O0Omz=xdarxeRar

X, x>0
|z|=\/x2+02:\/)?:{ - =|x]

-X, x<0
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Absolutbelopp och konjugat

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 4

Bestam z- z, |z|, z+ Zoch z — Z.

Lésning:
z-Z = (a+ib)(a—ib) =4 —iab+ iba— iFb* = & + b* = |z|°
2] = \/@+(-b2=Va+b =]z
z+z = a+ib+a—-ib=2a=2Rez
z-2 = a+ib—(a—ib)=2ib=2ilmz

v

Exempel 5

Rita mé&ngden av de komplexa tal z for vilka
|z—1] <2ochRez > 1.
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Absolutbelopp och konjugat

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 6

Los ekvationen 2z + iz =4 — |.

Lésning:
Sattz=a+ib
=2z+4+iz = 2(a+ib)+i(a—ib)=2a+b+i(2b+a)=4—i
2 :4 =
atb & a 8 =2z=8-2j
2b+a =-1 b =-2
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Division

Exempel 7

Hur ska vi definiera kvoten 51+_135I.I ?
Lésning:
Om vi antar att vi kan rékna pa som vanligt:
5415/ (5+15/)(1+3i) —40+30/ —40+ 30/

-8 ~ (1-3)(113)  (-1g+3 10~ +fd

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Definition 4 (Division)
Om z; och z; # 0 ar tva komplexa tal sa definierar vi kvoten mellan z; och z,

enligt
ﬁ _ 212>
z |z
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Triangelolikheten

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Fran den geometriska tolkningen av komplexa tal far vi:

Sats 2 (Triangelolikheten)

Fér alla komplexa tal zy och z» géller

|21 + 22| < |z1] + | 22|

Exempel 8

Visa att om |z| = 1 sa ar |z + 3 + 4/| < 6. Rita figur!
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Komplexa tal pa polar form

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Den geometriska tolkningen ger oss ett alternativt satt att representera ett
komplext tal z:

a =rcosf
=
b =rsinf

z= a-+ib =r(cos+isinb)

Rektangular form Polar form

@ 0 kallas argumentet for z (arg z) och réknas positiv om den motsvaras av en
vridning moturs fradn den reella axeln.

@ 6 arinte entydig: r(cosf + isin8) = r(cos(6 + n-2x) + isin(0 + n - 27)).
@ Argumentet 6 for vilkket —m < 6 < = kallas principalargumentet.
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Komplexa tal pa polar form

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 9

Skriv talet 2 — 2/ p& polar form.

Lésning:
z=2-2i=

r=|z| =y/22 +(-2)2 = V8 =2v2

1

V2

|~

0 =
o8 = vikanvaljag =~
sinf = 72 = i

V2
= 2—2i:2\@(cos%r + isin ?Tﬁ)

4

Im
z=a+1ib

a .
cosf = —, sinf =

r=|z|=+va+ b

Z = r(cos 6 + isin )

Slow

Anm: Principalargumentet i exemplet ovan ar —%.
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Den komplexa exponentialfunktionen

HOGSKOLAN

THALMSTAD.

Definition 5

Om z = a+ ib, dar a, b € R, sa satter vi

e” = e*™ = %" = e®(cos b + isin b).

o e” dverensstimmer med den reella exponentialfunktionen om z € R
o Ett komplext tal p& polar form kan nu skrivas som

z = r(cosf + isin ) = re J

Definition 5 ger:

Eulers formler

& 1 g1 _ & _ g1
cosf = Ca i sinf = ————
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Den komplexa exponentialfunktionen

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Sats 3 (Potenslagar)

For tva godtyckliga komplexa tal z, zy och z, géller

Q e = e” +22
1

e’=—.
° ez

déar n &r ett heltal (de Moivres formel).

( Z)n —
Om z; = e och zo = r,e'% far vi
Z1 - 2o
Z4
22

rne’ re% = et

i04 ) )
I’16.€ _nh I gl g=i02 _ ﬁe’(91
re'?2 r r

Vid multiplikation/division av tva komplexa tal i polar form:

o multipliceras/divideras absolutbeloppen

@ adderas/subtraheras argumenten
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Den komplexa exponentialfunktionen s

Exempel 10

s i . Z-
Om z; = 2¢€'3 och z = 3€'# vad blir z; - z» och 2—1 ?

2
Lésning:
4oz — 23600 _ggl
Zq 2 i(Z—%) 2 i
- = Zeg'\vT3) = —g'12
Zo 3 3

Exempel 11

Skriv talet (1 -+ i/)** pa rektangular form.

Lésning:
o . e\ 24 4w .
14i= V2T = (140 = (V2eT)" = v2"e™ = 21265 = 22 — 4096

Akademin fér Informationsteknologi - ITE MA2047 Algebra och diskret matematik Nagot om komplexa tal



Den komplexa exponentialfunktionen

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 12

Férenkla z = % Ange svaret pa rektangular och poléar form.
Lésning:
o = M8 120,
| —1+i]2 Nes
argz = arg(i) + 3arg(V3— i) —2arg(—1+1i) = g +3(—%) — Z%TW = — 3%
=z = 4% = :4(cosg+ising):4i |
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Den komplexa exponentialfunktionen s

Exempel 13

Vad innebar multiplikation och division med talet / fér den grafiska tolkningen av
komplexa tal?

L6sning: i Alm
z=re’ ochi=¢€% = &
o ) 0+Z
iz = re®e? = re?*3) g
5 0
V4 re’9 0 —iT i(0—%) >
S = ——=réle’2=re"""2 . Re
I ez W=5
z
i

Multiplikation/division med i motsvaras av en vridning moturs/medurs av vektorn
z vinkeln 3.
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Binomiska ekvationer

Exempel 14
L6s ekvationen 2% = 2i.
Lésning:

a—

a+ib= 2" = (a+ib)? = & — b® +2abi = 2i
- = 0 (1)
2ab

2 (2
(2) = a=1/b. Inséttningi (1) = b* =1 o b=41= a=+1.

Enligt (2) har a och b har samma tecken och vi far I6sningarna z = + (1 + /).

o Ekvationen z" = w, dar w € C och n € Z, kallas en binomisk ekvation.

@ For hogre n > 2 blir det jobbigt att I6sa binomiska ekvationer med metoden
ovan. Det ar battre att ga 6ver till polar form.
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Binomiska ekvationer

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 15
Los ekvationen z° = 8i.
Lésning: Im
z = ré’och8i=8e% = 2° = r*e® =8é'? 2 a
r=8"/%=2
& s s 2 Re
9=I+k2r=0="+k =
dar k ar ett godtyckligt heltal.
. ) PN T Ty ﬁ Ay .
k = 0: zo_266_2(c056—|—lsm6)_2(2 +12)—\/§+I
k = 1: z1:2e"%"zz(cos5i+isin5i):2(—@+i1)=—\@+i
6 6 2 2
k = 2: 22:26i37":2(c053§+isin3§):2(0—i):—2i
k = 3: z3=2€% =z )
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Binomiska ekvationer

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Allmanna fallet 2" = w: z = re’® och w = pe’* =

r"=p
nt=p+k-2r, keZ

zn — (reio ":r"ei"(’:W:pei”@
i(% k. 2m
sze = p/"eGHRT) ke
Anm:
1/nei(%+n-277') _ p1/nei(%+2w)

£
Zk:n:p :p1/neln =2

Ekvationen z" = w har alltsa precis n st olika Idsningar.

Sats 4 (Binomiska ekvationer)

Den binomiska ekvationen z" = w = pe® har rétterna

2z = p/" G k=01, n—1

Anm: |z¢| = p'/™ och vinkeln mellan tva narliggande rétter &ar 2

= rétterna bildar hérn i en regelbunden n-hérning inskriven i en cirkel med
medelpunkt i origo och radie p'/".

v
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Binomiska ekvationer

Exempel 16

L6s ekvationen z8 = 1 — /3j och rita in rétterna i det komplexa talplanet.

Lésning:

1-v3i = 2%
= Zx =

Tm
21

21/8giH+hT) |k —0,1,2,...,7.

25

., Re
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Nagot mer om rétter

o x? = 4 & x = +2. Den positiva roten 2 betecknas v/4
o Kan vi definiera v/z entydigt pa motsvarande satt?

- ) (€ sk.2m
x" = z = ré” har rétterna x = r'/"e'GtF ) k=0,1,...,n—1

Om —7 < 6 < 7 (principalargumentet till z) kan man definiera principalroten
som Xp:

Uz = S/ _ r1/nei%
@ Ex: Kvadratroten av —1 (principalroten):
="V A1=¢2=|

Ekvationen z? + 1 = 0 har alltsa rétterna z = +v/—1 = +i

D

1=V1={/D)-)=v-ava=ii=F= -1 M7

vab = v/av/b géller generellt endast om a och b &r icke-negativa realla tal!
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Andragradsekvationer med komplexa koefficienter

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 17

Loés ekvationen iz? + (2 — 8i)z — 1 4 5i = 0.

Lésning:
22—1—2_,,3’2—1_’,51 = Z2-(2i+3)z+i+5
3+2i\* [3+2i\? ,
R b
3+2i\* o (3+2i\* 15 .
@(z— 5 ) = —(5+/)+< 5 >__7+21
Séttz—s—gz:x—i—iy,x,yeR:>(x+iy)2:x2—y2+2xyi:—E+2i

4

xy =1 (2

15
ﬁ{f—ﬁ=—4 (1)
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Andragradsekvationer med komplexa koefficienter

Exempel 17 (forts)

(2)=x= % Insattning i (1):

1 ., 15 4 15 5
2_15 15\, _ 15 17 _
@y—s <8>+1y2_208+8_4

x och y ar reella och har samma tecken enligt (2):

:>y:i2,x:i%

3+ 2i 1 . 3+ 2i 1 .
= Z— 5 _j:<§+21> &z = 5 j:<§+2/>

S Z1=2+3iochz =1—

HOGSKOLAN
THALMSTAD.
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Polynom och algebraiska ekvationer

HOGSKOLAN

THALMSTAD.

@ Vi skall nu studera allménna algebraiska ekvationer:

anz"+ap 12" '+ .. +az+a =0 J
dar an, ap—1, ..., a1, a € C.

o For ekvationer av grad < 4 finns formler f6r rétterna.

@ For n > 5 gar det inte att bestdmma rétterna med en formel.
Anm:

Niels Henrik Abel (1802-1829) bevisade att det inte gar att
bestdmma rétterna till allménna algebraiska ekvationer av grad
> 5 med algebraiska operationer, dvs med en formel som utgar
fran ekvationens koefficienter (som pg-formeln for n = 2).
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Polynom och algebraiska ekvationer

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Definition 6 (Polynom)

En funktion
p(z) = anz" + a,,,1Zr771 +..+az+ a

dar ap, ap_1, ..., a1, a € C och n € N kallas en polynomfunktion eller ett polynom.
Om a, # 0 har polynomet grad n.

Exempel 18

p(z) = 5z* — 3iz% + (2 — 4i)z — 2 + i &r ett polynom av grad 4.

Sats 5 (Divisionsalgoritmen)

Om p och f &r tva polynom och f # 0 sa finns det polynom q och r sadana att

p(z) =f(2)q(z) + r(z) medgradr < gradf.

kvot rest
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Polynom och algebraiska ekvationer

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 19

Ange kvoten och resten da p(z) = z® — 2z% + z + 1 divideras med f(z) = 22 + z.

Lésning:
Polynomdivision:
z—3
24+z) 22-272 +z+1
— 3 —Z2
—322 4~z
32243z
4z +1

>p(2)=2 -2+ 24 1= (L +2)(z—3) +4z+1

.. Kvoten ar q(z) = z — 3 ochresten r(z) = 4z + 1

Anm:grad r=1<grad f = 2. )
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Faktorsatsen

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Definition 7

En algebraisk ekvation &r en ekvation av typen

p(z) = anz" + ap 12" '+ ...+ a1z+a =0.

Ett tal o € C kallas ett nollstélle till polynomet p(z) eller en rot till ekvationen
p(z) = 0om p(a) = 0.

Sambandet mellan nollstallen till och faktorisering av polynom ges av:

Sats 6 (Faktorsatsen)

Om p(z) &r ett polynom sa géller

p(a) =0« p(z) = q(2)(z — @)
dér q(z) &r ett polynom med grad q = grad p — 1.
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Faktorsatsen

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 20

Ekvationen p(z) = z° — (34 i)z + (2 + 3i)z —2i =0 harenrot z = i. L6s
ekvationen.

Lésning:
Enligt faktorsatsen ar z — i en faktor i p(z). Polynomdivision ger:
pz) = (z2-i)(Z-32+2)
Z#-3z4+2 = O0Ocz=1elerz=2

Ekvationen har alltsa rétterna z; = i, z2 = 1 och z3 = 2.
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Polynom och algebraiska ekvationer

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Loés ekvationen p(z) = 28 — 222 + z=0.

Lésning:

p(z) = Z-2P4+z=z(F-2z4+1)=2(z-1)*=0
&z = Oellerz=1.

(z —1)? &r en faktor i p(2)
= z =1 &r ett nollstalle med multiplicitet 2 eller en dubbelrot till p(z) = 0

Definition 8

Om p(z) &r ett polynom och (z — )X &r en faktor i p(z) men inte (z — a)**",
k > 1, s& har p(z) nollstallet o av multiplicitet k.
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Algebrans fundamentalsats

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Hur manga nollstallen har ett polynom av grad n?

Sats 7 (Algebrans fundamentalsats)

Om p(z) &r ett polynom av grad > 1 finns det ett o € C sadant att p(a) = 0.

Faktorsatsen kombinerad med och algebrans fundamentalsats ger:

Varje polynom p(z) av grad n > 1 har exakt n nollstéllen i C om varje nollstélle
rdknas med sin multiplicitet.

Anm:

Algebrans fundamentalsats bevisades av 1799 av den
tyske matematikern Johann Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) i sin doktorsavhandling. Gauss anses
vara en av de storsta matematikerna genom tiderna.
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Algebrans fundamentalsats g

@ Varje algebraisk ekvation av grad n har exakt n rétter.

0 Omp(z) = anz" + ...+ a1z + ao, (an # 0, n > 1) har nollstéllet z; med
multiplicitet ki, zo med multiplicitet ko, ... sa &r

{k1+k2+...+km:n

P2) = an(z — ) (z — 2% - (2~ zm)”

Ange ett polynom av minsta méjliga grad som har z = 0 som nollstélle av
multiplicitet 3, z = 1 som dubbelt nollstélle och z = i som enkelt nollstalle.

Lésning:
Vi kan t ex ta polynomet
p(2)=2(z-1)(z-N=-+NDP+ (1 +2)* - i
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Samband mellan nollstallen och koefficienter

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Faktorsatsen ger samband mellan nollstéllen och koefficienter:

Exempel 23

Om p(z) = az® + aiz + a har nollstéllena as och a» sé ar:
2
p(z) = @&zf+az+a=a(z—o)(z—a2)
2
= @z — a(w +a2)z+ aaio2
ai
o+ = N
2
= « (e £
qoem =2
a
v
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Samband mellan nollstallen och koefficienter

o For ett polynom av grad n géller motsvarande samband
o Koefficientidentifieringen fér 2:a-gradspolynomet gav tva samband
o For ett n:te grads polynom far vi n samband
@ Férn=3,
p(2) = a3z’ + &z’ + a1z + &

och nollstéllena a4, a» och as far vi

p(z) = a&az-a)(z—a)(z—a3)=..
= a’- ag(ar + a2 + 043)22 + as(araz + ooz + a1a3)Z — @zaraeas
a.
o1 + o2 +as =-=
aa3
= aia2 + apag + a1ag :;1
S0
Q10203 = ——
as
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Samband mellan nollstallen och koefficienter L

Exempel 24

Ekvationen z° — kz® + kz — 2 = 0 har rotterna a1, as och a». Visa att

0[1(1 —a2)+a2(1 —a3)—|—a3(1 —Oz1) =0

Lésning:
ar(1—a) + ax(1—a3)+as(1— )
= oyt o+ az— (o2 + azag + ayas)

- 828 k=0
as as

| det allménna fallet far vi féljande samband for rétternas summa och produkt

an—1

a1 +ax+ ... +ap = — a
_ "\ @
arag - ap =(-1)"=—
an
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Algebraiska ekvationer med reella koefficienter

Exempel 25
L6s ekvationen z2 — 2z 45 = 0.
Lésning:
#2245 = (z—-1%-14+5=0

& (z-1P2=-4

& z—1==2i

. .Zo =1+ 2ioch zy =1 — 2i dvs rétterna ar varandras konjugat.
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Algebraiska ekvationer med reella koefficienter

Galler detta allmant?

HOGSKOLAN

THALMSTAD.

Antag att p(z) = anz" + ... + a1z + ap har nollstallet z,:

+aizp+a <+ konjugeringsreglerna
+aizo+a <« allakoeff. ar reella

p(z0) = anzg+..+az+a=0
=0=0=p(2) = anzl+..+az+a
= azl+..
anzg + ...
= p(2)

Om p(z) &r ett polynom med reella koefficienter och om p(z) har nollstéllet
Zy=a+ib, a,b e R, b+# 0 sa har p(z) dven nollstéllet zy = a — ib.

Anm: Enligt Sats 9 har nollstéllena z, och zy samma multiplicitet. J
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Algebraiska ekvationer med reella koefficienter

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 26

Polynomet p(z) = z* 4+ 22° — 222 — 8z — 8 har ett nollstélle zy = —1 + i. Lés
ekvationen p(z) = 0.

Lésning:
p(z) har reella koefficienter = zy = —1 — i &r ocksa ett nollstélle enligt Sats 9.
Faktorsatsen =

(z—20)(z—20) = Z2—22— 202+ 2020 = 2° — (20 + 20)Z + 20Zo
= Z*—2Re(z)z+|zff =22 +2z+2

ar en faktor i p(z).

Polynomdivision = p(z) = (2% + 2z + 2)(Z* — 4).
p(z) = 0 har alltsa rétterna z = —1 £+ j och z = +2.
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Algebraiska ekvationer med reella koefficienter

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 27

Bestam konstanten a sa att polynomet

p(z) = z*-32+7F+az-2
far faktorn z2 — 2z + 1. L6s darefter ekvationen p(z) = 0 fullstandigt.

Lésning:
72 —2z+1 = (z—1)? ar en faktor p(z) omm z = 1 &r ett nollstalle till p(z)

p(1)=1-3+1+a-2=a-3=0<a=3.

Polynomdivision = p(z) = (22 —2z +1)(z* — z — 2)

p(z2) =0 zi=1ellerz?—z-2=0c2=—-1,2=2
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