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Inga hjdlpmedel. Fyll i omslaget fullstindigt och skriv namn pd varje papper. Skriv ldsligt och hégst en
uppygift per sida. For att erhdlla full poing pd ett problem krdvs en kortfattad men fullstindig motivering
samt ett tydligt och exakt angivet svar pd enklaste form. Betygsgrinserna dr 15 p for 8 och godkdind,
20 p for 4 och 25 p for 5.
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1. (a) Beridkna integralen /
0

[\

(b)

1
v

rcosx —sinx
Berédkna gransvardet lim .
I z=0e® +1In(l —z) —1

. Los begynnelseviardesproblemet

y// + 3y/ + 2y — e—x’
y(0) =1, y'(0) = -1

. Bestdm eventuella lokala extrempunkter och terasspunkter till

samt eventuella asymptoter till kurvan y = f(z). Rita ocksa kurvan i grova drag.

(a)
(b)

[ — |

fz) =

xr — 2

Hérled derivatan av cos x.

Bestdm den 16sning y(z) till differentialekvationen

3

xy — 2y — =0,

14 2?2
for vilken y(1) = .

Harled formeln for partiell integration.

Berdkna volymen av den rotationskropp som uppkommer da kurvan

VIn(1 + 22)
y=""—pmm * > 1,

roterar kring z-axeln.

Harled formeln for derivatan av produkten av tva deriverbara funktioner.

(3p)
(2p)

(5p)

(4p)
(Ip)

IT-ingenjoren Sara har fatt i uppgift att uppskatta hur antalet internetanvéindare i vérlden
okar. Ar 2004 uppskattades andelen internetanviindare till 10% och &r 2014 var andelen 50%.
Sara har kommit fram till att f6ljande modell beskriver denna Skning: Andelen som anvén-
der internet okar med en hastighet som vid varje tidpunkt ar proportionell mot produkten
av andelen som anvinder internet och andelen som inte anvénder internet. Nir kommer an-
delen internetanvindare i véirlden passera 90% om vi forutséitter att Saras modell beskriver

verkligheten korrekt?

Lycka till!

(4p)
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Losningsforslag
1. (a) Substitutionen t = \/x & x = t2, t > 0, ger do = 2tdt och vi far

4 2 2 2
1 1 t+1-—1 1 1
———dr = ——2tdt = 2 ——dt =2 —_—— ————|dt
/0 1+vo2™ /0 (1+1)? /0 (1+1)? /0 <1+t (1+t)2>
177 4
=2 |Inl4+t+-——| =2In3-—-.
1+t 3

(b) Viborjar med Maclaurinutveckling av ndmnaren. Pga entydigheten hos Maclaurinutvecklingen
far vi (—x — 0 da z — 0):

2 o (2P, (-2)°

x _ 4 4
e+ln(1—x)—1—1+x+2!+3!+(9(33)+(—9L‘)— 5t 3 +0(z%) -1
3
=—%+0(x4).

Eftersom den forsta icke-forsvinnande termen i ndmnaren &r av ordning 3 s& utvecklar vi
téljaren t om ordning 3:

2 3 3

rcosx —sinz = x(1l — % +0(zh) = (z — % +0(2°)) = —% + O(x5).
Vi far till slut
: 23 5 1 2
- ~2 10 140
wxcos:z: sinz 53 (x4) _ 3 (z?) Y odie o0,
e+ln(l-z)-1 -2 4 0@t —§+0()

2. Den allménna losningen ges av y = yp + ¥, dar y, dr den allménna l6sningen till motsvarande

homogena ekvation
Lly)=y"+3y' +2y=0
och y, en partikularlosning till

Ly) =e". (1)

Ldsning till homogena ekvationen: Det karaktéristiska polynomet p(r)

=r24+3r+2=(r+1)(r+2)
har nollstéllena r; = —1, 79 = —2 och den allménna 16sningen till L(y) =

0 ar darfor

yp = Cre ™ + Che 2%,

Partikuldrlosning: Eftersom e™* &r en exponentialfunktion infor vi hjéalpfunktionen z och gor stan-
dardansatsen:

Yp=z2e " Sy, = (2 —2)e”" Sy = (2" =2 + z)e”".
Inséttning i (1) ger nu
y' 43y +2y=(2" -2+ 2432 —2)+22)e T ="+ Ve T =T+ =1.
Vi ser direkt att z = « &r en 16sning och vi far y, = ze™*. Den allménna l6sningen till (1) &r darfor
y=yn+yp=Cre "+ Coe”* +ze™".
Fran begynnelsvillkoren far vi

y(O):C1+CQ+0:1<:>szl—Cl
Y (r) = —Cre™® —2C2e ™" +e % —xe " = (-C1 +1—x)e ™ —2(1 — Cy)e™**
=y (0)= -CL+1-201-C)=C1—1=-150C, =0,Cs=1.

Den s6kta 16sningen &r alltsé



3. Vi bestdmmer forst eventuella stationdra punkter till f(x):

22—z — r—1)(z—2)— (22 —z — z—1)(x —
o) = LI iy - G Dl a1 o Do)

=0
< xr=1eller x = 3.

Sedan undersdker vi derivatans tecken och tar forutom de stationdra punkterna &ven med punkten
x = 2 dér f och f’ inte &r definierade: Till sist bestdmmer vi eventuella asymptoter till kurvan

fl(x) | + 0 - x = 0 +

JICHN IV () B VI S VN (S

y = f(x). Eftersom f(z) &r en rationell funktion dir ndmnaren #r noll fér = 2 medan téljaren ar
skild fran noll for = 2 har f(z) den lodrita asymptoten = = 2. Pga att f(z) ar rationell ger en
enkel polynomdivision direkt eventuell sned asymptot:

2
rt—x—1
= —= +1 + .
f(x) r—2 &/_/ r—2
Sned asymptot

Sammanfattning: Funktionen f(z) har en lokal maximipunkt i £ = 1 med vérdet f(1) = 1 och en
lokal minimipunkt i z = 3 med vérdet f(3) = 5. Kurvan y = f(z) har den lodrita asymptoten
x = 2 samt den sneda asymptoten y =z + 1 da x — +o0.

| N

2 —z—1

Figur 1: Kurvan f(z) = 5
T —

4. (a) Derivatan av en deriverbar funktion f(z) i en godtycklig punkt x ges av
oy e J@h) — f(x)
fiw) = Jim, h '

Med f(x) = cosx far vi differenskvoten

f(x+h)— f(x) cos(x+h)—cosx cosxzcosh—sinxzsinh —cosx

h h h
——sinxSinh+costOSh_1
N h h
diir =L 51 och
h
cosh—1 (cosh—1)(cosh+1)  cos’h—1  —sin’h
h B h(cosh + 1) ~ h(cosh+1)  h(cosh+1)
sin h 1 1
= - .sinh ——— 5 -1.0-——=0da h
;- sin cosh—l—lé 0 1 0ddh—0
dvs Dcosz = —sinz.



(b) Detta dr en linjér differentialekvation:

3 2

2 T
oy ey —Sy= :
Y YT a2 LA™t S R
Multiplikation med den integrerande faktorn e&(*) = ¢=2Inlel — cln ol = ﬁ = x% ger:
1 2 1 1 1 1
/ — —
yx2+y(_m3)—D(y1:2>—HI2<:>yI2 /1+ 2d$—&fCt&H$+C

& y(z) = 2%(arctanz + C) < Allmén 16sning

dar C ar en godtycklig konstant. Villkoret y(1) = 7 ger nu

y(1) = 1?(arctan 1 + C :E—i—C:w(:)C:g—ﬂ
4 4

och den stkta 16sningen &r dérfor
3
y(x) = 22 (arctanx + I) .

(a) Om F'(x) = f(z) och g(x) &r deriverbar har vi:
D(Fg)=F'g+fg = fg+ fg < fg=D(Fg) - Fg'

o / f@)g(a)dz = Fo)g(o) ~ [ Fla)g'(2)da

(b) Volymen ges av den generaliserade integralen:

o In(1+22)\> * In(1 + 2?)

Partiell integration och partialbraksuppdelning ger:

R 2 r R
In(1 + z2) 1 9 1 2z
DU g = | - — (1 =Ty
/1 a3 v | 222 n +x)1—|—/1 2221+ a2
R

o1 R x
= | - —In(1+ 22 S
_ = n(l+zx )L +/1 (x 1+x2>dw

2
In(1 + 22) R
2

R

[ 1
= |- In(1+ %) +Inz — 1
In(1 2
. Ch O

e () (O

Den sokta volymen &r alltsa wln 2 v.e.

LR 1—h;>—>ln2déR—>oo.

(a) Om f(z) och g(z) dr tva deriverbara funktioner sa soker vi derivatan av f(x)g(z) och vi far

differenskvoten
fla+h)glx+h) - flx)g(z)  flz+h)glx+h)— f@)glz+h)+ f(@)g(z+h) - fz)g(z)
h h

— f'(x)g(x) + f(x)g'(x) da h — 0

dvs D(fg) = f'g+ fg'.



(b) Sétter vi y(t) = andelen internetanvindare vid tiden ¢ rdknat fran ar 2004, innebdr Saras
modell att

s y(l-y)

{y’(t) = ky(t)(1 — y(t)) #y L
v(0)=1/10 y(0) = 1/10

som &dr en separabel differentialekvation. Integrering av bada leden ger

1 1 1 Yy
- g :/<+>d =lnlyl —In|l — :ln<>:kt+0
/y(l_y) y , Ty )= iyl —Infl =y -y

- Y pkt+Ci _ Rt Cr Coekt  (Cy = Cr > 0)
-y
kt 1
SYt) = F—= dir Cs = =
y( ) 6kt + 03 ar s 02

Fran begynnelsevillkoret far vi

eV 1 1
eO+C3 14+C3 10 3

y(0)

Med hjilp av informationen att andelen efter 10 ar ar 50%, dvs y(10) = 1/2, kan proportio-
nalitetskonstanten bestdmmas:

elOk In 3
10) = =-—<sk=—
y10) = Zor g = 3 5
Vi har alltsa
53t 3t/5

y(t) =

Bt rg 3549
Det ar nir andelen internetanvindare nir 90% ges nu av:
3t/5 9

— & t=20

t) = —— =
v =359~ 10

dvs ar 2024.



