Hogskolan i Halmstad Tentamensskrivning
ITE/MPE-lab MAZ2001 Envariabelanalys 6 hp
Mikael Hindgren Tisdagen den 12 januari 2016

Skrivtid: 9.00-13.00

Inga hjdlpmedel. Fyll i omslaget fullstindigt och skriv namn pd varje papper. Skriv ldsligt och hégst en
uppygift per sida. For att erhdlla full poing pd ett problem krdvs en kortfattad men fullstindig motivering
samt ett tydligt och exakt angivet svar pd enklaste form. Betygsgrinserna dr 15 p for 8 och godkdind,
20 p for 4 och 25 p for 5.

1.

3

e *(1+x)—cosx

(a) Berdkna gransvirdet lim — (2p)
z—0 sinz — arctanx
4 \/E
b) Berdkna integralen dzx . 3
(b) amalen [ ()
. Bestam eventuella lokala extrempunkter och terasspunkter till
222 — 3z
flz) = Tr_92
samt eventuella asymptoter till kurvan y = f(z). Rita ocksa kurvan i grova drag. (5p)
. Los begynnelsevardesproblemet (5p)
y' 2y +y = Gbre,
y(0) =1,4'(0) = -1.
(a) Hérled derivatan av e®. (1p)
(b) Bestidm den 16sning y(x) till differentialekvationen
1 +a?)y +y* =0,
for vilken lim y(z) = —. (4p)
Tr—r00 i
(a) For vilka virden pé talet « dr den generaliserade integralen
<1
/ —dx
1z
konvergent? (2p)
(b) Berdkna volymen av den rotationskropp som uppkommer da kurvan
Y= ln—x, x> 1,
x
roterar kring z-axeln. (3p)
(a) Hérled en losningsformel for differentialekvationer av typen y' + g(z)y = h(x). (1p)

Ett mord har begatts i en liten stad i sédra Sverige. Nir kriminalingenjoren Péarlock Holm
kommer till brottsplatsen kl 12.00 &r kroppens temperaturen 29 °C. Nar Parlock tva timmar
senare lamnar brottsplatsen har kroppens temperatur sjunkit till 25 °C. Pa brottsplatsen &r
temperaturen konstant 21 °C. En levande méanniskas normaltemperatur &r 37 °C och en dod
kropps temperatur féljer Newtons avsvalningslag dvs temperaturen avtar med en hastighet som
ar proportionell mot skillnaden mellan kroppens temperatur och omgivningens temperatur.
Nér skedde mordet? (4p)

Lycka till!
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Losningsforslag

1. (a) Vi borjar med Maclaurinutveckling av ndmnaren:

3 5 3 5

sinx—arctanm:x—x——i—m—— - (m—x——i—x—— )
31 5 3 5 7
3
= 1 0@).

6

Eftersom den forsta icke-forsvinnande termen i ndmnaren dr av ordning 3 s& utvecklar vi
téljaren t om ordning 3. Pga entydigheten hos Maclaurinutvecklingen far vi (—z — 0 da

x —0):
- (=2)* | (=2)° 1 a? 4
e "(1+z)—cosz= (14 (—z)+ o T 3!) +O(x))(1+x)—(1—§+(’)(x))
23
:§+O(l‘4)

Vi far till slut

e *(l+z)—cosx ’”—; +0(*) 3+ 0(x)

; = —+2daz—0.
sinx — arctanx %3 + O(zP) % + O(22)

(b) Substitutionen t = \/z < x =12, t > 0, ger dx = 2tdt och vi far

4 2 2 2 2
1
Ve dx:/ L%dtzz/ o = 2/ (—1+t+>dt
o 1++vz o 1+t o 1+t poldiv J, 1+t

2 2
2{t++1n|1+t|} =2In3.
2 0

2. Vi bestdmmer forst eventuella stationdra punkter till f(z):

222 — 3w ,
—ﬁ:ﬂf(m)—

< x =1 eller x = 3.

(4z —3)(x —2) — (22> —3z)-1 222 —8x+6 2(z—1)(z—3)
(z—2)? o @-22 0 (@22

f(z) =0

Sedan undersoker vi derivatans tecken och férutom de stationéra punkterna tar vi &ven med punkten
x =2 dér f och f’ inte ar definierade:

fl(z) | + 0 - % = 0 +

JCHN IV (O B VI S VN (S

Till sist bestdmmer vi eventuella asymptoter till kurvan y = f(x). Eftersom f(z) &r en rationell
funktion ddr ndmnaren &r noll medan téljaren #r skild fran noll fér 2 = 2 har f(x) den lodrita
asymptoten x = 2. Pga att f(z) #r rationell ger en enkel polynomdivision direkt eventuell sned
asymptot:
222 — 3x 2
== 2 1 —_—
f(@) z—2 H/—/x §a + z—2
Sned asymptot

Sammanfattning: Funktionen f(z) har en lokal maximipunkt i = 1 med véirdet f(1) = 1 och en
lokal minimipunkt i = 3 med vérdet f(3) = 9. Kurvan y = f(z) har den lodréta asymptoten
x = 2 samt den sneda asymptoten y = 2x + 1 da x — +o0.
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222 — 3z

Figur 1: Kurvan f(z) = 5
T —

Den allménna l6sningen ges av y = yn + yp dér y;, &r den allménna l6sningen till motsvarande
homogena ekvation

Ly)=y"+2y +y=0
och y, en partikuldrlosning till

L(y) = 6xe™". (1)

Lésning till homogena ekvationen: Det karaktéristiska polynomet p(r) = r% +2r +1 = (r +1)? har
nollstéllena 71 = 2 = —1 och den allménna l6sningen till £(y) = 0 dr dérfor

yn = (Crz + Ca)e ™.

Partikuldrlésning: Eftersom 6xe™" &r ett polynom multiplicerat med en exponentialfunktion infér

vi hjalpfunktionen z och gor standardansatsen:
Yp=z2e "y, = (2 —2)e" >y = (2" =2 + z)e”".

Inséttning i (1) ger nu

"

YV'+2) +y=(" -2 42+20E —2)+2)e T =2"e" =6re " & 2" = 6w

3 3

Integrering 2 ggr ger direkt att z =«
till (1) ar darfor

ar en 16sning och vi far y, = x°e~*. Den allménna lésningen

y=yn+yp=(Crx+Cy+23)e ™.
Fran begynnelsvillkoren far vi

y(0)20+02+021<:>02=1
Y (z) = (Cr 4 322)e™ + (Crz 4+ Cy + 23)e % (=1) = (C; — Cy — Crz + 322 — 2%)e™
:>y/(0):01—02—0+0—0201—02201—1:—1<:>01ZO.

Den sokta 16sningen &r alltsé
y(@) = (1+a%)e™™

(a) Derivatan av en deriverbar funktion f(x) i en godtycklig punkt = ges av

fa+h) - f@)

12 T
) = Jim h
Med f(z) = e* far vi differenskvoten
flx+h)—f(x) e*th—e? e%eh —e” el —1 .
= = =’ —e’-1=e"dax—0
h h h h
—1

dvs De® = e®.



(b) Detta dr en separabel differentialekvation:

1 dy 1 1 1 1
2 2
(1+SL‘ )?/—i—y :0@—?%: 1+x2@/(—E)dyZ/mdx(:);:arctanx—l—c
1
< ylx) = <+ Allmén 16sning

arctanz + C
Enligt gransvirdesvillkoret i uppgiften har vi:

1 1 1 T
= — =— da —o0el=_
y(@) arctanx + C + T a o 2

ST

Den sokta 16sningen &r alltsa

y(z) =

arctanx +

(a) Vi berdknar den generaliserade integralen for olika virden pa a:

a=1: [lnx]?:lnR—lnlzlnR—>oodéR—>oo

R
1
—dx = R —a L. daR—ocoma>1.
/1 e a#1i |—gae ] = -2 +aiﬁ{a1

a=l1 dda R —ocooma <1.

Resultatet visar att

> dx
/ — ar konvergent omm «a > 1.
1 :I:

(b) Volymen ges av den generaliserade integralen:

© nz)\’ * (Inz)?
s / () de=m / %daj
1 x 1 x
Substitutionen t = Inx < x = e ger dr = e'dt och med tvi partiella integrationer far vi:

R 2 IR ;2 R R
1 t 1 1
/ (ng) dx :/ —eldt = / e tdt = [ —tPe™'] fl +/ 2te”"dt
1T o ¢ InRk=R1 Jo 0

R
= [~ %t —2te™] " +/ “oetdt = [—(*+2t+2)e"]
0

Ry
0

= —(R?+2R; +2)e ™ 42 -52da R — oo dvs da R — oo.

—0 da Ry —o0
Den sokta volymen &r alltsa 27 v.e.

(a) Multiplikation med den integrerande faktorn e“®) dir G’(z) = g(x) gor att viinsterledet kan
skrivas som derivatan av en produkt:

Y +g(a)y = h(z) &y e +ye?@g(z) = D(ye?®) = h(z)e?®) & ye¥) = / h(@)e®®)dz

& y(z) = e @ /h(x)eG(I)dz.



(b) Kroppens temperatur foljer Newtons avsvalningslag dvs om T'(t) ar dess temperatur vid tiden
t har vi
T'(t) = —k(T(t) —T,) & T'(t) + kT (t) = kTy,
dar T} ar temperaturen pa brottsplatsen och k£ > 0 en konstant. Detta ar en linjar differen-

tialekvation av 1:a ordningen som kan losas pa vanligt sétt genom multiplikation med den

integrerande faktorn e**:

T/(#)eM + T(8)eMk = D(T(t)ekt) = KTy eM o T(#)eh = / KThektdt = Tyeb 4 C
& T(t)=Ce ™™+ T,

diar C &r en konstant. Om begynnelsetemperaturen (dvs kroppens temperatur da Parlock
kommer till brottsplatsen) &r Ty har vi:

TO0)=Ce®+T, =Ty & C=Ty— T

och vi far
T(t) = (To — Tp)e M + Ty, .
Eftersom kroppens temperatur sjunker fran 29°C till 25°C pa 2 timmar vid temperaturen
Ty, = 21°C far vi
In2
T(2) = (29— 21)e *2 421 =25 & k = %

dvs - .
T(t)=82'+21=8.2"2 +21.

Vid tidpunkten for mordet, t,,, var kroppstemperaturen 37 °C vilket ger
T(tw) =8-2" % +21 =37 < t, = —2.

Mordet skedde alltsa 2 timmar innan Pérlock anlédnde dvs k1 10.00.



