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Inga hjdlpmedel. Fyll i omslaget fullstindigt och skriv namn pd varje papper. Skriv ldsligt och hégst en
uppygift per sida. For att erhdlla full poing pd ett problem krdvs en kortfattad men fullstindig motivering
samt ett tydligt och exakt angivet svar pd enklaste form. Betygsgrinserna dr 15 p for 8 och godkdind,
20 p for 4 och 25 p for 5.
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Berakna gransvérdet (2p)
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Berikna integralen (3p)
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. Bestam eventuella lokala extrempunkter och terasspunkter till
3
x
AR
samt eventuella asymptoter till kurvan y = f(z). Rita ocks& kurvan i grova drag. (5p)
. Los begynnelsevardesproblemet (5p)

(a)
(b)

v+ ty=e",
y(0) =y'(0) = 1.

Hiérled formeln for partiell integration. (1p)

Bestdm den 16sning y(z) till differentialekvationen
zy =ze® —y
for vilken lim y(z) = 0. (4p)
z—0

Beriakna den generaliserade integralen (2p)

oo 6:5
———dx.
/0 e2r +1 *

Bestam Maclaurinutvecklingen av ordning 6 till e~®". Anviind resultatet for att bestimma ett
approximativt viarde pa integralen
1
/ e dr
0

med ett fel som &r mindre &n 0.5 - 1073, (8p)

Formulera medelvirdessatsen och férklara innebérden av den med hjélp av en figur. (Ip)

Fisken Pelle simmar motstroms i Mississippifloden med konstant fart v relativt vattnet. Han
ar pa viag mot fisken Kajsa som haller till en bit upp i floden. Stromningsfarten i omradet
ar vs < v. Den energi Pelle forbrukar under simturen &r proportionell mot bade hans fart v
i kubik och mot tiden det tar att simma till Kajsa. Han &r forstas intresserad av att vara
sa pigg som mojligt ndr han kommer fram och vill darfér minimera sin energiférbrukning.
Bestdm den simfart v som ger lagst energiférbrukning. Skissera ocksa kurvan som beskriver
hur energiférbrukningen beror pa v. (4p)

Lycka till!
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Losningsforslag

1. (a) Vi borjar med Maclaurinutveckling av ndmnaren:

x> ad 3 ad ) a3

arctans —sinz =z — — 4+ — — ... — (z — = 4+ == —...) = === + O(=z°).

375 (=55 g 1O
Eftersom den forsta icke-forsvinnande termen i ndmnaren dr av ordning 3 sa utvecklar vi
téljaren t.o.m. ordning 3. Pga entydigheten hos Maclaurinutvecklingen far vi (—z — 0 da

z — 0):
2 3 02 _.\3
e’”+ln(1—x)—1:1+x+%+%+(’)(m4)+(—x)—( ;) +( :f) +0(z*) -1
3
= -5 00",
Vi far till slut
3
Ttl(l-ze—-1 _ -F+0@h) _ —§5+0
il —or -1 _ 5 &) _ s @) L 1daz—o.
arctanx — sinx -+ O(x®) -3+ O(x?)

(b) Faktorisering av ndmnaren foljt av partialbraksuppdelning ger

/1 1 d /1 1 d /1 ! + I P |24 z| — In|2 — 2]
R E— = —_— = —_— = 1n — In —
o 4—2? . 0o 24z)(2—2x) o 0o \2+x 2—=x “ * o

2
= {ln T

2—z
2. Vi bestdmmer forst eventuella stationédra punkter till f(x):

1
} =In3—-Inl=1n3.
0

a8 ,x73x2(x71)27x3.2(x71)7352(173)7
fo) =g =/ @= (x—1) RRTES

& =0 eller x = 3.

Sedan underséker vi derivatans tecken och férutom de stationéra punkterna tar vi &ven med punkten
x =1 dar f och f/ inte ar definierade:

T 0 1 3

ffle) |+ 0+ * — 0 +

f@) |~ fo) 2o« N f3) A

Till sist bestdmmer vi eventuella asymptoter till kurvan y = f(x). Eftersom f(z) &r en rationell
funktion dér nédmnaren dr noll medan téljaren &r skild fran noll for © = 1 har f(z) den lodréta
asymptoten z = 1. P.g.a. att f(z) &r rationell ger en enkel polynomdivision direkt eventuell sned
asymptot:
3 3r —2
= = 2 —_—
@ =gy~ @2 tooap
Sned asymptot
Sammanfattning: Funktionen f(x) har en lokal terasspunkt i = 0 med vérdet f(0) = 0 och en
lokal minimipunkt i z = 3 med vardet f(3) = %. Kurvan y = f(z) har den lodridta asymptoten
x = 1 samt den sneda asymptoten y = x + 2 da x — +oo.



3.

4.

Figur 1: Kurvan f(z) = o1

Den allménna l6sningen ges av y = yn + ¥y, dér yp, &r den allménna l6sningen till motsvarande
homogena ekvation

Ly)=y"+2 +y=0
och y, en partikulérlosning till

L(y)=e". (1)

Lésning till homogena ekvationen: Det karaktéristiska polynomet p(r) = 72 +2r +1 = (r + 1)? har
nollstillena 7y = ro = —1 och den allménna lsningen till £(y) = 0 ar darfor

Y = (Clx + 02)67

Partikuldriosning: Eftersom Ae™* redan finns i y;, fungerar inte den ansatsen och vi infor déarfor

hjalpfunktionen z och gbr ansatsen:
Yp =26 " =y, = (2 —2)e " Sy = (2" =2 +2)e”".

Inséttning i (1) ger nu

YV'+2 +y=(2"—2"4242F —2)+2)e P =T =T =1

Integrering 2 ggr ger direkt att z = ‘"’32—2 ar en l6sning och vi far y, = z—;e_’”. Den allménna 16sningen
till (1) ar dérfor
22
y=yn+yp = (Cro+Ca+ —)e™"
Fran begynnelsvillkoren far vi
y(0)20+02+021<:>02:1
2 2

y(@) = (C1+a)e™ + (Cra+ Co+ ) (1) = (C1 = Gy — Cha+a— T)e™
=>y/(0):C’1—C’2—0+0—0:C’1—C’2:Cl—1:1<:)01:2.
Den sokta 16sningen &r alltsa

2

(% +2x+1)e ",

y(z) =
(a) Om F’'(x) = f(x) och g(x) ar deriverbar har vi:
D(Fg)=F'g+Fyg' = fg+ F¢ & fg=D(Fg) — Fg
> [ Fa)g(o) ~ [ Fla)g/(@)do



(b) Eftersom detta ar en linjir differentialekvation av forsta ordningen kan vi anvinda metoden
med integrerande faktor men det ar lite onddigt i det hér fallet eftersom vénsterledet efter
omskrivning redan ar derivatan av en produkt:

xy':xex—y@xyury:D(y:z:):xe‘”@yx:/zezd:c:xezf/Lerdx:a:exfeerC’
e’ —C

T

Eftersom e* — 1 d&  — 0 maéste

T—C
¢ —1ddz—>0& C=1 (standardgrénsvirde)

om villkoret y(z) — 0 d&  — 0 ska vara uppfyllt. Den stkta 16sningen &r alltsé

. €e'—1
ylx) =e* — —
(a) Vi har
R t=e¢" <z =Int=dr=1dt Ry q R
e L A i A
0 r=0&st=1,r=Rst=el=R, ! !
z[arctant]flzarctaan—arctanl—>%—%:gdéRléoodvsdéR—)oo.
e 7r
. ———dr = —.
/0 2 10T g

(b) Vi gor forst en Maclaurinutveckling av f(x) = e® t.o.m. ordning 3:

(3) (4) 4 2 3 ¢ 4
o, fU0) 5 fH(Eat T T efx
——

Maclaurinpolynomet av ordning 3 resttermen

e = £(0) + £/ (0) + L1

dér € ar ett tal mellan 0 och x d.v.s. € = Oz dar 0 < § < 1. Utnyttjar VZi nu entydigheten i
Maclaurinutvecklingen far vi direkt genom insdttning utvecklingen av e~* t.0.m. ordning 6:

4 6 —0z%,.8
2 9 , T x e x
= ]_ — _ -
¢ SR T TR T
Vi har alltsé
1 1 4 6 1 —622,.8
/ eiIde:/ <1—z2+m—z)dx+/ udac.

0 0 2 6 0 24
approximationen felet

Den forsta integralen ar enkel att berdkna och ger oss ett approximativt virde pa den sokta
integralen:

1

1 4 6 3 5 7
T T T T T 1 1 1 26
-2+ - )dz=lz——+"—-"| =1—-4—— — ==—=~0.743.
/O( SR 6)” {x 3710 42]0 5710 a2 3570

Eftersom 0 < e~ < 1 kan vi gora en uppskattning av storleken pa felet

1 —02° 8 1
e X
—d
/0 24

1.8 9
T T 1 1
_/0 24 * [9'24]0 216 < 200

Vi har alltsa L
/ e~ dx = 0.743 + 0.005.
0



6.

(a) Se forelasning Derivator del 1, s 8, eller Mansson & Nordbick, Endimensionell analys, s. 230.

(b) Den tid det tar for Pelle att simma striackan s till Kajsa dr ¢ = s/(v — vg). Pelles energifor-

brukning ges darfér av

3
Ew) =k*t=K , U > U
v — Vg
dér k och K = ks &r konstanter. Derivering ger
B @) :K3v2(v—vs) — 3 _ry? 2v — 3u, 0oy 3vs
(v —vg)? (v —vg)? 2
Studerar vi derivatans tecken for v > v,
3vg
v 2
E'(v) | — 0 +
U2
BE@) |\ g

s& ser vi att F(v) antar sitt minsta véirde for v = 3v,/2.

Vi ser ocksa att F(v) — oo da v — v]. Att v = v, innebér ju att Pelle star still i forhallande
till land och att han darfor aldrig kommer fram till Kajsa trots att han simmar och férbrukar
energi. Vidare har vi att E(v)/v — oo dd v — oo. Kurvan y = E(v) har dérfor en lodrét
asymptot v = vs; men saknar sned asymptot.

y

Figur 2: Kurvan y = E(v).

Pelle bor alltsa simma med en fart som ar 50% storre &n strommens fart for att vara si pigg
som mojligt d& han kommer fram till Kajsa.



