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3

(a)

(b)

Berédkna gransvéirdet

arctanx — sinx

+50 cos T — (1+x)e=*

Berakna integralen

t
|} wate

. Bestam eventuella lokala extrempunkter och terasspunkter till

samt eventuella asymptoter till kurvan y = f(z). Rita ocksd kurvan i grova drag.

23 —a2 42 —1
2 -2z +1

fz) =

. Los begynnelsevéirdesproblemet

(a)
(b)

y' =3y +2y = e,
y(0) =y'(0) = 1.

Harled derivatan av e*.

Bestam den 16sning y(z) till differentialekvationen
y' =221 +y),
y(x)

for vilken lim ==~ = 1.
x—0 1’2

For vilka viarden pa talet o &r den generaliserade integralen

konvergent?

Berékna volymen av den kropp som uppkommer da kurvan

1
>1

v= Vitzrin(l+z) =0

roterar kring z-axeln.

Harled formeln for derivatan av produkten av tva deriverbara funktioner.

(2p)

(3p)

(1p)

(2p)

(3p)
(Ip)

Pa samma raka gata i en kind studentstad finns de tva nattklubbarna Good-bar och Bad-bar.
Good-bar dr emellertid populdrare &n Bad-bar och dérfor fyra ganger stokigare. Var pa gatan
mellan nattklubbarna ska man bo om man vill ha det sa tyst som mdojligt da nattklubbarna

ar 6ppna?

Ljudnivan fran en nattklubb &r proportionell mot stokigheten och omvént proportionell mot

avstandet till nattklubben.

Lycka till!

(4p)
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1. (a) Viborjar med Maclaurinutveckling av ndmnaren. Pga entydigheten hos Maclaurinutvecklingen
far vi (—z - 0da z — 0):

2
cosm—(l—&—x)e_xx:l—g;+O(m4)—(1+x)(1—x+

3

e

+ (’)(x“))

Eftersom den forsta icke-forsvinnande termen i ndmnaren &r av ordning 3 sa utvecklar vi
taljaren t.o.m. ordning 3:

, z3 5 x3 5 x3 5
arctanx—smm::v—?—i—(’)(m)— x—y—i—O(x) :—F—i—(’)(x).
Vi far till slut
arctana:fsinx” _ —%z + O(z°) _ —%14— O(x?) L ldaeoo
cosz— (L+z)e™ -2 4 O®t) —3+0(x)

(b) Substitutionen t = \/z < x =t2, t > 0, ger dz = 2tdt och vi far

4 4 2 2 2
1 1 1 1 14¢—t
- de= —— de= — %@t =2] ——ar=2]
/1 B2t /1 NS /1 2(t+1) /1 tt+1) /1 tt+ 1)

21 1 2 4
:2/ =Vt =2[n|t| - |1+ ¢]]> = 2In=.
L\t t+1 ! 3

2. Vi bestdmmer forst eventuella stationédra punkter till f(x):

23— a2+ 2x—1

f(lE): (l‘—l)Z

, 322 =2z + 2)(x —1)? — (23 — 22+ 22— 1) - 2(x — 1 2?(x —3
L iy & R R

< x =0 eller x = 3.

Sedan undersoker vi derivatans tecken och férutom de stationéra punkterna tar vi &ven med punkten
z =1dar f och f’ inte ar definierade:

T \ 0 1 3
filx) |+ +ox - +
fx) | ~ fO0) 2 = N f38)

Till sist bestdmmer vi eventuella asymptoter till kurvan y = f(x). Eftersom f(z) &r en rationell
funktion ddr ndmnaren &r noll medan téljaren &r skild fran noll fér 2 = 1 har f(x) den lodrita
asymptoten = 1. P.g.a. att f(z) dr rationell ger en enkel polynomdivision direkt eventuell sned

asymptot:
23— 2% +2r—1 3z —2
J(@) @17 L Taoe
Sned asymptot
Sammanfattning: Funktionen f(z) har en lokal terasspunkt i z = 0 med vérdet f(0) = —1 och en

lokal minimipunkt i z = 3 med vérdet f(3) = %. Kurvan y = f(z) har den lodridta asymptoten
x = 1 samt den sneda asymptoten y = x + 1 da x — +oo.



3.

4.

10+

3 —224+2x—1

Figur 1: Kurvan f(z) = T 9wt 1
z2 — 2z

Den allménna lésningen ges av y = yp + yp dér y;, &r den allménna ldsningen till motsvarande
homogena ekvation

Lly)=y" =3y +2y=0
och y, en partikuldrlosning till
L(y) = €”. (1)

Lésning till homogena ekvationen: Det karaktiristiska polynomet p(r) = 72 — 37+ 2 har nollstiillena
r1 =1 och 72 = 2 och den allménna l6sningen till £(y) = 0 &r dérfor

yn = Cre” + Cye®”.

Partikuldriosning: Eftersom hogerledet dr en exponentialfunktion infér vi hjalpfunktionen z och gor
ansatsen:

Yp = ze" =y, = (2 + 2)e” =y, = (2" + 22 + 2)e”.

Inséttning i (1) ger nu

"

v =3y +2y=(2" 42 +2-3G"+2)+22)e" =" - )" =" &2 -2 =1 (2)

Om man inte ser direkt att z = —x &r en 19sning till (2) hittar man enkelt den genom standardan-
satsen z, = ax = z, = a = z,) = 0. Inséittning i (2) ger
-2 =0-a=1a=-1.

och vi far y, = —xe”. Den allménna 16sningen till (1) &r dérfor

X

yzyh—&-yp:C’le””—i—Cge% — xe®.
Fran begynnelsvillkoren far vi
y0)=C1+Co=1C; =1-Cs
Y (z) = Cre” + 202> — e® — xe®
=9y (0)=C1+20,-1-0=1-C3+2C, —1=Cy = 1.
Den sokta 16sningen &r alltsa
2 P

ylx)=e xe”.

(a) Derivatan av en deriverbar funktion f(z) i en godtycklig punkt x ges av

h—0 h
Med f(z) = e* far vi differenskvoten

fl@+h)— flx) e th—e® eveh—e®  eh—1 e 4z o
o = - = o =e— —e'-1l=e"dah—=0
——
—1

dvs De® = e®.



(b)

Detta ar en linjar och separabel differentialekvation. Loser vi den som en separabel observerar
vi forst att y = —1 &r en 16sning. For y # —1 far vi

1 1
=2x(1+y) & —— ’:Qx@/id :/Qxd:r
y (I+y) g7 T
<f>1n|1+y|:x2+A<i>\1+y|:e‘r2+A:ex26A:Bezz,B>0
(:>1+y:j:BeI2.
Den allménna l6sningen ges alltsa av
y(x) = Ce" — 1.

déar C' &r en godtycklig konstant och C' = 0 motsvarar fallet y = —1 ovan. Betraktar vi istéllet
ekvationen som en linjar differentialekvation far vi

/

y =22(1+vy) ey —2ry =22

G(x) — e—x2

och multiplikation med den integrerande faktorn e ger:

2

ye ™ + ye_mz(—Qx) =D (ye‘ﬁ) =22¢" & ye_””2 = /Qxe_zzdx = +C
s ylx) = Ce™ —1

dvs samma 16sning som tidigare.
Vi far nu

—1
= —1daz—-0& C=1 (standardgrinsvirde)

Den sokta losningen dr alltsd y(z) = e — 1.

Vi berdknar den generaliserade integralen for olika virden pa a:

a=1: [lnx]f’zlnR—lnl:lnR—>oodéR—>oo

R
1
_ = R 1— _1 3
/1 xadx a1 [—ailx_(a_l)}l __Rm=t { dd R — coom a > 1.

a—1
a-l a=l1 00 dda R — ooom a < 1.

Resultatet visar att

o0

Z ..

/ — dr konvergent omm o > 1.
1 :I/.

Volymen ges av den generaliserade integralen

f (W)d

Vi far:
R 1 2 R 5 1 1R
/1 <mln<1+x)) g /1(“< o) gde = S+ )T,
1 1 11
S Thi R Tmarn 0T me T me W Ao

o
dvs volymen dr — v.e.
In2

Om f(z) och g(x) &r tvA deriverbara funktioner si soker vi derivatan av f(z)g(x) och vi far
differenskvoten

flxth)gle+h) - flx)glx) _ flz+h)gle+h) - fl@)g(z+h)+ f@)g(x+h) - fz)g(z)

h h

flz+h) - fz) (z+h)—g(z)
3 g

(z+h) + fla) T
— f(z)g(z) + f(z)g' (z) da h — 0

dvs D(fg) = f'g+ fg'.



(b) Lat ljudnivan pa avstandet x frin Bad-bar vara I(z). Om s dr stokigheten pa Bad-bar, d
avstandet mellan barerna och k > 0 proportionalitetskonstanten scker vi enligt uppgiften det
varde pa x for vilket funktionen

s 4s
l =k — d
(x) ( . +d—x ),O<x< ,

~— ~——
Bad-Bar  Good-bar

antar sitt minsta virde. Derivering ger:

oy (L 4 A=)+ 4 Bz —d)(z+d) _
o) =k < m2+(d—x)2> 22(d — x)? =h z*(z — d)? ’

@ngellero::fd

dar det andra nollstallet inte ar aktuellt 1 det har fallet eftersom 0 < x < d. Studerar vi nu
derivatans tecken

x ‘ % d
U(iz) | * - 0 +
(o) | * N0 Ug ~ F
ser vi att [(x) verkligen antar sitt minsta virde for x = %.



