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Inga hjdlpmedel. Fyll i omslaget fullstindigt och skriv anonymiseringskod pé varje papper. Skriv ldsligt
och hégst en uppgift per sida. For att erhdlla full poing pa ett problem krdvs en kortfattad men fullstindig
motivering samt ett tydligt och exakt angivet svar pd enklaste form. Betygsgrinserna dr 15 p for 3 och

godkdnd, 20 p for 4 och 25 p for 5.

1. (a) Hérled formeln for partiell integration. (Ip)
(b) Berikna integralen (2p)
2
1
e
1 x
(¢) Berdkna grinsvirdet (2p)
. sinz —xcosx
lim

e—>0In(l—z) +e* -1

[\

. Los begynnelsevardesproblemet (5p)

Y 42 +y =27,
y(0) =y'(0) = 1.

3. Bestam eventuella lokala extrempunkter och terasspunkter till

x
f@)=
samt eventuella asymptoter till kurvan y = f(z). Rita ocksd kurvan i grova drag. (5p)
4. (a) Hérled derivatan av Inz. (Ip)
(b) Bestdm den 16sning y(x) till differentialekvationen
y = 2xe7 Y,
for vilken ili% % =1. (4p)

5. (a) Visa att den generaliserade integralen

|, e
o Valtad)
ar konvergent. (2p)

(b) Berdkna volymen av den rotationskropp som uppkommer da kurvan

1
r>1

V= Zra T2
roterar kring z-axeln. (3p)

6. Ingenjorsstudenten Kajsa laser en svar kurs i envariabelanalys och hon kunde ingenting av kursens
innehall vid kursstarten. Den hastighet med vilken Kajsa lar sig kursinnehallet ar vid varje tidpunkt
under kursens gang proportionell mot hur stor del av kursinnehéllet hon har kvar att liara sig. Vi
kan kalla proportionalitetskonstanten som motsvarar inldrningen for k.

Kajsa glommer dessvarre ocksd momenten hon lart sig tidigare i kursen med en hastighet som vid
varje tidpunkt ar proportionell mot hur stor del av kursinnehéllet hon kan. Proportionalitetskon-
stanten &r har k/3.

Kursen gir under 8 veckor. Efter tva veckor ligger hon i fas d.v.s. hon kan d& 1/4 av innehallet i
kursen. For att bli godkénd péa tentan direkt efter avslutad kurs maste Kajsa kunna minst hélften
av kursinnehallet. Klarar hon tentan? (5p)

Lycka till!
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Losningsforslag

1. (a) Om F'(x) = f(z) och g(x) &r deriverbar har vi:
D(Fg)=F'g+Fg = fg+Fg « fg=D(Fg) - Fg
& | f(z)g(z)dr = F(x)g(x) — /F(m)g'(x)da:

(b) Integralen berdknas enkelt med partiell integration enligt ovan:

1 2 1. 1% r/ 1\1 1 11> 1-m2
/ Bdm—/ — Inzdr = {—lnx} —/ (—)dm: [—lnx—] = ne
1 T x 1 1 z/)x T x|, 2
¢) Vi borjar med Maclaurinutveckling av ndmnaren. Pga entydigheten hos Maclaurinutvecklingen
g g g g
far vi (—z — 0 da z — 0):

1’2 l’3 2 I3 I3

— T _ = - —_—— = — _— —_— = —_-—— 4
In(l—z)+e*—1 T - 3+O( )+1+x+2+3|+0( H—1 6+(9(x).

Eftersom den forsta icke-forsvinnande termen i ndmnaren &r av ordning 3 sa utvecklar vi
taljaren t.o.m. ordning 3:

23 22 23
sinx—xcosx:x—y—i—(’)( ) — x<1—2+0(m4)>:3+0(w5).
Vi far till slut

sinx —xcosx %SJrO(xE’) B %+(9(x2)

= = — —2daz—0.
In(l—z)+er—1 -2+ O@t) —§+0(2)

2. Den allménna losningen ges av y = yp + ¥y, dér yp dr den allménna l6sningen till motsvarande
homogena ekvation

Ly)=y"+2y'+y=0
och y, en partikuldrlosning till

L(y) =2e7". (1)

Ldsning till homogena ekvationen: Det karaktiristiska polynomet p(r) = r% 4+ 2r +1 = (r + 1)? har
det dubbla nollstéllet r; = r5 = —1 och den allménna losningen till £L(y) = 0 dr darfor
Yp = (leE + 02)671

Partikuldriosning: Eftersom hogerledet dr en exponentialfunktion infér vi hjalpfunktionen z och gor
ansatsen:

yp =26 "=y, = (2 —2)e " >y = (2" =22 +2)e”
Inséttning i (1) ger nu
V' +2) +y=(" -2 4242 —2)+t2)e " =e T =2 2 =2
Integrering 2 ggr ger direkt att z = z2 ér en 16sning. Den allminna 16sningen till (1) #r dérfor
y=uyn+yp=(Crx + Cy + 2%)e™".
Fran begynnelsvillkoren far vi
y(0) =Cy =1,

Y (z) = (C1 4+ 2x)e™® — (Chz 4+ Cy + 2%)e ™™ = (Cy + 22 — Oz — 1 — z?)e™ ™,
=y (0)=C-1=10C =2

Den s6kta 16sningen &r alltsé

y(z) = (2% + 22 4 1)e”



3.

4.

Vi bestdmmer forst eventuella stationdra punkter till f(x):

o gy 3x(a?—4)—2® 22 2*(a?-12)
IO == O ="y “ i "

oz =0 eller z = +2V3.

Sedan undersoker vi derivatans tecken och forutom de stationdra punkterna tar vi &ven med punk-
terna x = +2 dar f och f’ inte ar definierade:

v | 23 ) 0 2 203
+ 0 - k= 0 - x - 0 +
fl@) | 2 f(=2v8) N o« N0 f(0) N ox N\ f(2v3)

Till sist bestdmmer vi eventuella asymptoter till kurvan y = f(x). Eftersom f(z) &r en rationell
funktion dér ndmnaren ar noll medan téljaren &ar skild fran noll for z = £2 har f(z) de lodrita
asymptoterna x = +2. P.g.a. att f(x) &r rationell ger en enkel polynomdivision direkt eventuell
sned asymptot:

3
T 4x
xXr) = = xX
/(@) x? — N x?—4
Sned asymptot

Sammanfattning: Funktionen f(z) har en lokal terasspunkt i x = 0 med virdet f(0) = 0, en lokal
maximipunkt i z = —2v/3 med virdet f(72\/§) = —3v/3 samt en lokal minimipunkt i z = 2v/3
med virdet f(2v/3) = 3v/3. Kurvan y = f(z) har de lodriita asymptoterna x = +2 samt den sneda
asymptoten y = x da x — Fo0.
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Figur 1: Kurvan f(z) =

x2—4

(a) Derivatan av en deriverbar funktion f(x) i en godtycklig punkt x ges av

h—0 h

Med f(z) = Inz far vi differenskvoten

f(x—|—h)—f(x)_ln(x+h)—lnx_ln%_ln(l—i—g)_111(1—5-%)1
h - h - h h - g T
In(1+2)1 11
:W—%Lf:fdéh—m
L x x
————
—1

dvs Dlnz = L.

€T

(b) Efter omskrivning ser vi att detta ar en separabel differentialekvation:

y’z?a:e*y(:)eyy’=2x<:>/eydy:/2xdx<:>ey =22+ C.



Den allménna l6sningen ges alltsa av
y(@) = In(a® + O)
dér C ar en godtycklig konstant. Vi far nu

In(z? + C
y(;v) = n( ;_ ) —1daz—-0s C=1 (standardgrénsvérde)
x

T
Den sokta 16sningen ér alltsi y(z) = In(z? + 1).

5. (a) For0 <z <1é&r
1 1

1
V=T S Eit0) o

Eftersom fol x%d:c ar konvergent omm « < 1 dr integralen

1
1
——  konvergent.
/0 V(1 + z2) &

Forx > 1 ar
1 1

1
0< < = .
=Vl +22) = Va0 +22) 2o/

Eftersom floo L dx ar konvergent omm « > 1 r integralen

T

& 1
————  konvergent.
/1 Jz(1 1 22) &

Den sokta generaliserade integralen d&r summan av de bada ovanstaende och den &r darfor
ocksa konvergent.

Anm: Ett annat satt att visa att den &r konvergent ar att berikna den men det blir ganska
jobbigt i det hér fallet. Gor man det blir integralens virde m/v/2 om man lyckas rikna riitt.

(b) Volymen ges av den generaliserade integralen

f () =
Vi far:

e e A R e

njz| — Inje + 1]+ — (B! ()4t
= |ln|z| —In —— =lhn|—— —— = In{ —— —
e z+1), R+1) R+1 1+1) T1+1

1 1 1 1
=1 In2 - - In2—- - da
n<1+11%)+R+1+n 2—>0+0+n 5 da R — o0

dvs volymen &ar 7r(1112 — %) v.e.

6. Om y(t) ar den del av kursens innehall Kajsa kan ¢ veckor efter kursstart (0 < y < 1) dr enligt
problemtexten

V() =K1 - y(0) ~ Sy & () + SuB =k 0<t <8,
som #r en linjér differentialekvation. Multiplikation med den integrerande faktorn e¢(*) = e’ ger
yle's + ye%% = D(ye%ﬂ) = ke e yes = /ke%mdt = Ze%ﬁ +C
Den allménna I6sningen ges alltsa av
y(t) = Z +Ce™

Eftersom Kajsa inte kan nagonting av innehallet vid kursstart &ar

3 3



Efter 2 veckor kan Kajsa 1/4 av innehallet i kursen dvs:

3 _ak2 1 3 3

3 _agme 3 2\ /2

Den del av kursen som Kajsa kan vid kursens slut efter 8 veckor &r nu

w-30-0)) -4

Vi far slutligen

Kajsa klarar alltsa tentan!



