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Utga fran derivatans definition och hérled derivatan av Inx.

Berdkna integralen

R
/ S S—
1 z(Vo+1)
Berékna gransvirdet

. (@—1)cosz —e*+2
lim ~— .
=0 sin(—z) + arctan

. Bestam eventuella lokala extrempunkter och terasspunkter till

samt eventuella asymptoter till kurvan y = f(z). Rita ocksd kurvan i grova drag.

22 —2x+5
1—=x

flz) =

. Los begynnelsevirdesproblemet

v+ 2y +y = 6xe
y(0) =4'(0) = 1.

Harled formeln for partiell integration.

Bestam den 16sning y(z) till differentialekvationen
xy + 2y ="

1
for vilken lim y(z) = =.
z—0 2
Visa att den generaliserade integralen
* In(1 + 22
/ n(+2%) .
1

3

ar konvergent utan att berékna den.

Berdkna den generaliserade integralen i (a).

(2p)

(1p)

Utga fran derivatans definition och hérled formeln f6r derivatan av produkten av tva deriver-

bara funktioner.

(Ip)

Ventilationsingenjoren Pelle kryper i en ventilationstunnel som &6verallt har kvadratiskt tvér-
snitt med sidan 1 m. Han bér med sig ett smalt rakt ror som &r 3.5 m langt. Pa ett stélle korsar
ventilationstunneln en annan tunnel (med samma tvirsnitt) i riat vinkel. Kan Pelle fortsitta

at vanster i korsningen utan att bdja roret?

Lycka till!

(4p)
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1. (a) Med f(z) = lnz far vi differenskvoten

fl+h)— f(z) In(z+h)
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Standardgréansv.
%1~l:l da E%O dvsda h — 0.
x x X
1
SDlnx = —.
x

(b) Substitutionen t = \/z & x =12, t > 0, ger dz = 2tdt och vi far

4 2 2 2 .
| smrmte= [ marpde=2 [ pit=2 [
1 z(vx+1) 1 B+ 1) 1 tt+1) 1 tt+1)

1

2
1 2

=2 —— —— |dt=2Inlt| - In|1+¢
[ (G- =2l -+

=2(In2—-In3—(In1—-1In2)) =2In (3) .

(¢) Vi borjar med Maclaurinutveckling av ndmnaren. Utnyttjar vi entydigheten hos Maclaurinut-
vecklingen (—z — 0 d& « — 0) eller bara det faktum att sin(—z) = —sinz far vi:

3

sin(—z) + arctanx = —z + L io

3!

(%) + <x - %d + O(:c5)) = —‘%3 + O(2°).

Eftersom den forsta icke-forsvinnande termen i ndmnaren &r av ordning 3 sa utvecklar vi

tdljaren t.o.m. ordning 3:

9:2+(9(a;4)) - <x+x2+x3+0(a:4)>+2

2 2 3!
2 3
= -5+ 0"
Vi far till slut
(x —1)cosx — €® + 2 _ f%+0(x4) _ f%+(9(l’) o ddig o0
sin(—x) + arctan 7% +0@%) —140(2?) '

2. Vi bestammer forst eventuella stationdra punkter till f(z):

=0

fla) = SRR
oy (2z=2)1—2)— (2 —22+5)(-1)  a2*-22-3 (z+1)(3—ax)
> f=)= EE o1 T @i
& =—1eller x =3.

Sedan undersoker vi derivatans tecken och férutom de stationéra punkterna tar vi &ven med punkten

x =1 dar f och f’ inte &r definierade:

z | ~1 1 3
flx) | — 0 + % + 0 -
f@) | N f(=1) 2~ = 2~ f3) \



Till sist bestdmmer vi eventuella asymptoter till kurvan y = f(x). Eftersom f(z) &r en rationell
funktion dér ndmnaren dr noll medan téljaren &r skild fran noll for © = 1 har f(z) den lodréta
asymptoten z = 1. P.g.a. att f(z) &r rationell ger en enkel polynomdivision direkt eventuell sned
asymptot:

22 -2x+5
=L T a1 - .
f(@) 1—2 \ij_—’ z—1
Sned asymptot
Sammanfattning: Funktionen f(z) har en lokal minimipunkt i # = —1 med vérdet f(—1) = 4 samt
samt en lokal maximipunkt i x = 3 med vérdet f(3) = —4. Kurvan y = f(z) har den lodrita
asymptoten x = 1 samt den sneda asymptoten y = —z + 1 da x — +o0.
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Figur 1: Kurvan f(z) = 1
-z

3. Den allménna l6sningen ges av y = yp + yp dér yp, &r den allménna l6sningen till motsvarande
homogena ekvation

Ly)=y"+2y' +y=0
och y, en partikulérlosning till

L(y) = 6xe™". (1)

Ldsning till homogena ekvationen: Den karaktéristiska ekvationen 72 4+ 2r + 1 = (z + 1)? = 0 har
rotterna ;. = ro = —1 och den allménna 18sningen till £(y) = 0 ar darfor

yn = (Crz + Cy)e ™.

Partikuldriosning: Eftersom hogerledet ar ett polynom multiplicerat med en exponentialfunktion
infér vi hjalpfunktionen z och gér ansatsen:

yp =26 " =y, = (2 —2)e” " =y, = (2" =22 + 2)e”.
Inséttning i (1) ger nu
vV'+2) +y=("-242+20E —2)+2)e F=2"e T =6re " &2 =6x (2)

3 &r en l6sning. Den allménna losningen till (1) dr dérfor

Integrering 2 ggr ger direkt att z =
y=uyn+yp=(Crzx + Oy + 2°)e™".
Fran begynnelsvillkoren far vi

y(O) =0y = 1,
Y (z) = (C1+32%)e ™™ — (Cra+Co+2%)e " = (C1(1 —x) — 1 +2%(3 —x))e ™
=4y (0)=Ci-1=1&C =2

Den sokta 16sningen &r alltsé

y(z) = (2° + 22 4 1)e™ ™.



4.

(a)

(b)

Om F'(z) = f(x) och g(a:) ar deriverbar har vi:
D(Fg)=F'g+Fg' = fg+ Fg < fg=D(Fg) - Fyg'
& /f x)dr = F(z)g(x) — /F(x)g’(:r)dac.

Detta ar en linjar differentialekvation:

! x / 2 ew
vy +2y=e" Sy +-—y=—
x x
och multiplikation med den integrerande faktorn

ef%dl‘ _ e?ln\x In |z]? — elnzz — 2

l— ¢

ger
y'x? +y- 22 = D(yz?) = ze® & ya? = /avezdx:ﬂ;ez —/1-ezdx:xer —e*+C

Den allménna 16sningen ges nu av

ez —1)+C

y(z) = =

dar C ar en godtycklig konstant. Eftersom vi vet att lim, o y(z) = % far vi

*z—1)+C (I+az+% +0E@)@-1)+C  —-1+% +0()+C

2 x? x?
:%+Ci (x)%%déx%()@c:l.
Den sokta 16sningen &r alltsa
oy = CE-DEL

Integralen #r generaliserad pé ett sitt (obegrinsat integrationsomréide). For « > 1 har vi

( ) In(2®>+2%) In(22%?) m2+2knz  In2 Inz 1 In2 2 2+1In2
< < = = = T Ty <
0 - a3 a3 a3 x3 +2x x? x3+x2_ x?

dér vi ocksa utnyttjade att Inxz > 0 for > 1 och IHT’” — 0 da x — oo dvs for tillriackligt stora
x kan vi vara sidkra pa att 0 < 1“”’ < 1.

f > 1 —sdx ar konvergent omm « > 1 vilket betyder att (2 + In2) f > ;L;" ar konvergent. Enligt
1nstangmngssatsen ar darfor dven den generaliserade integralen

> In(1 2
/ D+ 4y
1 m
konvergent.
Med substitutionen t = 22,2 > 0 < = = V1, do = 2\[dt partiell integration och PBU:n fran

uppg. 1b far vi

/R In(1 + 22) _/R2 (146 1 1/32 In(l+t)
1 3 L B2 vk 2/, t2

([0 [ o) =3[
{ 1“ ) - 1n|1+t|}f2=1[—ln(“t)+1n<t>
(-

2 t

1+R2 R2 1

In 1+R?)1+R2 ( 1 ) >
— + In +2In2 ) —
< 1+R2 R? A +1

1
)
1
)
1
)
1
T2

N | =

<0~1+1n1+21n2)

da R — oo. Sammanfattningsvis ar alltsa:

> In(1 2
/ 7n( +x):ln2.
1

3

=1In2



6.

(a)

Om f(x) och g(zx) &r tva deriverbara funktioner si soker vi derivatan av f(z)g(z) och vi far
differenskvoten

flz+h)g(z+h) = f(@)g(z) _ flz+h)g(z+h) = f(z)g(x+h) + f(2)g(z+h) - f(2)g(x)

h h

f(x+h)*f(l”)g( (z+h) —g(x)

0 x+h)+ f(:l:)g .
— f'(x)g(x) + f(x)g'(x) da h — 0

dvs D(fg) = f'g+ fg'.
Vi borjar med att ta reda pa hur langt ror Pelle far med sig runt hérnet om réret transporteras

horisontellt. Vi behéver alltsd veta det minsta virdet péa striackan s (se figur 2). De bada
trianglarna i figuren &r likformiga och vi far direkt y = % vilket ger

s(x)\/1+x2+\/1+y2\/1+f2+ma x> 0.

Stationéra punkter:

() L ( 2) ek S O
s'(x) = T —— ) = — = z=1.
2v1l+x 2,/1+ L x3 22v/1 + 22

Studerar vi derivatans tecken

1
s'(x) | — 0 +
No2v2

ser vi att s antar sitt minsta virde 2v/2 for x = 1. Pelle kan klara ett langre rér om han vinklar
det sa att ena dnden ror taket och den andra ror golvet. s bildar da hypotenusan i en rat-
vinklig triangel vars kateter har lingden 1 m respektive 2v/2 m. Hypotenusans lingd &r darfor

1/ (2v/2)2 4+ 12 = 3 m vilket ocksa ir lingden pa det lingsta ror Pelle kan transportera genom
svingen utan att boja det. Pelle méste alltsa boja sitt ror for att komma férbi korsningen.

Figur 2: Vi soker det minsta vérdet pa striackan s.



