HOGSKOLAN I HALMSTAD
Akademin f6r informationsteknologi
Mikael Hindgren

035-167220 Skrivtid: 15.00-20.00

Tentamensskrivning
MA2001/MA2049 Envariabelanalys 6 hp
Fredagen den 14 januari 2022

Inga hjdlpmedel. Fyll i omslaget fullstindigt och skriv anonymiseringskod pa varje papper. Skriv ldsligt
och hégst en uppgift per sida. For att erhalla full poing pa ett problem krdvs en kortfattad men fullstindig
motivering samt ett tydligt och exakt angivet svar pd enklaste form. Betygsgrinserna dr 15 p for 3 och
godkéind, 20 p for 4 och 25 p for 5.

1. (a)

(b)

Berédkna gransvéirdet

arctanx — xrcoszx
im .
s—>0e 4+ In(l4+2) -1

In2
r—1
/ € dx .
0 €x+1

Berdkna integralen

2. Bestdam eventuella lokala extrempunkter och terasspunkter till

samt eventuella asymptoter till kurvan y = f(z). Rita ocksa kurvan i grova drag.

23 — 322 + 62 —3
2 —2x+1

flz) =

3. Lo&s begynnelsevardesproblemet

4. (a)
(b)

Yy + 3y + 2y = 2ze™ ",
y(0) = ¢'(0) = —L.

Utga fran derivatans definition och hérled derivatan av e*.
Bestam den 16sning y(z) till differentialekvationen
xy +y = xe®
for vilken lim y(z) = 0.
z—0

For vilka virden pa talet o dr den generaliserade integralen

konvergent?

Visa att den generaliserade integralen

L A

ar konvergent utan att berékna den.

Berikna den generaliserade integralen i (b).

Hérled formeln for partiell integration.

(2p)

(3p)

(1p)

(2p)
(2p)

(Ip)

Bakingenjoren Pelle bakar en god kaka. Nar Pelle tar ut kakan fran ugnen &r dess temperatur
220 °C och han later den dérfoér svalna en stund i ett stort rum som har temperaturen 20 °C.
Efter 5 minuter dr kakans temperatur 120 °C dvs fortfarande fér varm for att dtas. Vad ar

kakans temperatur efter 20 minuter?

Vi kan anta att Newtons avsvalningslag géller dvs avsvalningshastigheten &r proportionell mot

differensen mellan kakans temperatur och omgivningens temperatur.

Lycka till!

(4p)
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1. (a) Vi borjar med Maclaurinutveckling av ndmnaren. Utnyttjar vi entydigheten hos Maclaurinut-
vecklingen (—z — 0 da x — 0) far vi:

—7)? —r)3 2 3 3
e_x—i—ln(l—l—x)—l:1—37—&—%—1—%—}—(9(3:4)—1—33—%+%+(9(m4)—1:%+(’)($4).
Eftersom den forsta icke-forsvinnande termen i ndmnaren &r av ordning 3 sa utvecklar vi
taljaren t.o.m. ordning 3:

ajs ,’1,‘2 ZC3 5
arctanz — xcosx = — 3 +0(2°) — x(l ~ 57 + (’)(x4)) =— 4+ 0(x°).

Vi far till slut

arctanx — x cos %3 +0(z%) 4 0(z?)
1

- ~ 11 o)

— —1daxz—0.
e +In(l+x)—1 %3+(9(x4)

(b) Substitutionen t = e® < x =Int ger dv = $dt. 1 =04t =1,z =In2 < ¢t =2 och vi far

In2 2 2
r—1 t—1 2 1
/ e7dm:/ —dt = / — == dt:[21n|t+1|fln|t\]2
o eT+1 . tt+1) pBUJ; \t+1 ¢ 1
:21n3—1n2—(21n2—1n1):21n3—31n2:1n<2).

2. Vi bestdmmer forst eventuella stationdra punkter till f(z):

2 — 322 +6zx—3

, 322 — 62+ 6)(z —1)? — (2% — 322 + 62 — 3)2(x — 1 x%(z — 3
= ey ¢ LI S S fo )

< =0 eller x = 3.

Sedan undersoker vi derivatans tecken och férutom de stationéra punkterna tar vi &ven med punkten
z =1 dir f och f’ inte ar definierade:

+ + +
f@) | A [ 2 o« N fB) A

Till sist bestdmmer vi eventuella asymptoter till kurvan y = f(x). Eftersom f(z) &r en rationell
funktion ddr ndmnaren &r noll medan téljaren #r skild fran noll fér 2 = 1 har f(x) den lodrita
asymptoten = 1. P.g.a. att f(z) dr rationell ger en enkel polynomdivision direkt eventuell sned

asymptot:
23 — 322 + 62 — 3 3z — 2
/(@) x2—2x+1 N x?2—2x+1
Sned asymptot
Sammanfattning: Funktionen f(x) har en lokal terasspunkt i = 0 med véirdet f(0) = —3 samt
samt en lokal minimipunkt i = 3 med virdet f(3) = 2. Kurvan y = f(z) har den lodrita

asymptoten x = 1 samt den sneda asymptoten y = x — 1 dad x — +oo.

3. Den allménna l6sningen ges av y = yn + ¥y dér y;, &r den allménna l6sningen till motsvarande
homogena ekvation

Ly)=vy"+3y +2y=0



4.

23 =322 + 62 —3

Figur 1: Kurvan f(z) = > 9wt 1
z2 — 2z

och y, en partikuldrlosning till

L(y) = 2ze™". (1)

Lisning till homogena ekvationen: Den karaktéristiska ekvationen 72 + 3r + 2 = 0 har rotterna
r1 = —1 och 73 = —2 och den allménna lésningen till L(y) = 0 ar darfor

yn = Cre” " + Coe™ .

Partikuldrlésning: Eftersom hogerledet ar ett polynom multiplicerat med en exponentialfunktion
infér vi hjalpfunktionen z och gor ansatsen:

yp =26 "=y, = (2 —2)e " =y = (2" -2 +z)e”".
Inséttning i (1) ger nu
Y +3y +2y=(2" -2 +243G" —2)+22)e " ="+ ) e T =2 " &+ =22 (2)
Ansatsen z, = (ax + b)x = az® + bz = 2], = 2ax + b = z)] = 2a insatt i (2) ger nu
2+ =2a+2ax+b=22ra=1b= -2
och vi far y, = (2? — 2z)e~". Den allménna losningen till (1) &r dérfor
y=yn+yp=Cre " + Cox " 4 (22 — 22)e™".
Fran begynnelsvillkoren far vi

y(O):C’1+C’2:1<i>C’1:717C2,
y'(z) = —Cre ™ — 2Coe %" 4+ (20 — 2)e™ " + (2 — 2x)e *(—1)
=>y/(0)=—C1—202—2=1+02—202—2=—1<:>01:—1, CQZO.

Den sokta 16sningen &r alltsé

y(z) = (2% — 22 — 1)e™ ™.

(a) Derivatan av en deriverbar funktion f(x) i en godtycklig punkt x ges av

) — tim TE N = I @)

h—0 h

Med f(x) = €® far vi differenskvoten

fl@+h)— flx) e Th—ev eveh—e® _. el —1

W N W —e*-1=e*dah—0

dvs De® = e®.



(b)

Detta ar en linjar differentialekvation
xy +y = xe®

dér vi ser att vansterledet dr derivatan av xy dvs
D(zy) = ze® & zy = /xexdm = ze® — /e”dm =e“(z—1)+C.

Den allménna losningen ges nu av

ez -1)+C
y(r) = -
dar C ar en godtycklig konstant. Eftersom vi vet att lim,_oy(z) = 0 far vi

*z—1)+C e
Hla-D+C_ ¢ S 0daz—0
T xr

er —C
=

—1daz—>0C=1

e’ —1
dar vi utnyttjade standardgransvardet lim =1.

x—0 x

Den sokta 16sningen ar alltsa
ez —1)+1
. .
Anm: Om vi inte direkt ser att vansterledet ar derivatan av xy kan vi utnyttja standardmetoden
och skriva om ekvationen p& normalform

y(z) =

1
Y+ -oy=e
xT

In|z| _

och sedan multiplicera med den integrerande faktorn e/ =% = ¢ |z| = £z vilket ger

tillbaka D(xy) i vinsterledet (oavsett om vi anvinder x eller —x).

Vi berdknar den generaliserade integralen for olika virden pa a:

a=1: [lnx]i:1n1—1ne=—lne—>oodée—>0+

1
1

— — 1 1 2 +
i xadx ot [7(;1117(&71)] _ ooy {1a dde— 0" oma<l1.

lma 1-a 00 dde— 0T oma>1.

Resultatet visar att

Ydo
— &r konvergent omm « < 1.
0 X

Vi observerar forst att integralen dr generaliserad pa tva sétt och vi gér darfor uppdelningen:

/ o dx _ / ! dx N / o dx
o vz(l+z) Jo vz(l+2) )i Va(l+x)
Den generaliserade integralen &r konvergent omm bada integralerna i HL &r konvergenta.

For0 <z <1ar
0< 1 < 1 1
“Vr(l+z) T Vz(1+0) T/

Eftersom fol w%da: ar konvergent omm « < 1 dr integralen

/1 du konvergent
—_— v .
s VZ(l+z) &

For x > 1 ar
e o1 1
~Vr(l4z) T Jo(0+z) 23/

Eftersom floo i%dac ar konvergent omm « > 1 dr integralen

/00 du konvergent
—_— Vi .
, Va(l+o) ¢

Eftersom den sokta generaliserade integralen dr summan av de bada ovanstédende &r den darfor
ocksa konvergent.




()

Med substitutionen t = \/z < z = t2, t > 0,= dx = 2tdt, far vi

1 1 1
/ \/5(1 +LE) T /t(l +t2) / 1 +t2 arctant + arctanz”® +

Utnyttjar vi nu denna primitiva funktion vid berdkningen av de bada generaliserade integra-
lerna i (b) far vi

1
/6 mdx = [2 arctanxQ]: = 2(arctan 1 — arctan ?) — 2(% -0) = g die— 07,
R
1 R om0
- = [2 2 -9 2 1 2(Z — 2 = = d3
/1 NGl +x)d$ [2arctan 2] | (arctan R? — arctan 1) — (2 4) 5 da R — oo,
dvs
[ e
o VELED) T T
Om F'(z) = f(z) och g(z) &r deriverbar har vi:
D(Fg)=F'g+Fg =fg+Fg < fg=D(Fg) - Fg
o / It F@)g(e) ~ [ Fla)/(x)da.

Kakans temperatur foljer Newtons avsvalningslag dvs om T'(¢) &r dess temperatur vid tiden ¢
har vi

T'(t)=—k(T(t) —Ty) & T'(t) + kT(t) = kT,

dér Ty ar temperaturen i rummet och k£ > 0 en konstant. Detta &r en linjar differentialekvation
av 1l:a ordningen som kan l6sas pa vanligt sétt genom multiplikation med den integrerande
faktorn eFt:

T'(t)eM 4+ T(t)e'k = D(T(t)eM) = kT e < T(t)eM = / ETertdt = T + C
S Tt)=Ce™™ 4T,

dir C ar en konstant. Om begynnelsetemperaturen (dvs kakans temperatur da Pelle tar ut
den ur ugnen) ar Ty har vi:

TO)=Ce+T, =Ty & C=Ty—T;

och vi far
T(t) = (Ty — T)e ™ + T,

Eftersom Ty = 220 °C och kakans temperatur efter 5 min ar 120 °C vid T, = 20°C far vi

In2
T(5) = (220 — 20)e™*"5 + 20 = 120 & k = ——

dvs -
T(t) = 200e™ 5t +20 = 200-27%/° +20.

Kakans temperatur efter 20 minuter ar alltsa

T(20) = 200 - 2720/5 4 20 = 200 - 27% + 20 = % =325°C.



