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Inga hjdlpmedel. Fyll i omslaget fullstindigt och skriv anonymiseringskod pa varje papper. Skriv lisligt
och hégst en uppgift per sida. For att erhdlla full poing pa ett problem krdvs en kortfattad men fullstandig
motivering samt ett tydligt och exakt angivet svar pa enklaste form. Betygsgrinserna ar 15 p fér 8 och
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(a)

(b)

Berékna integralen (2p)

°1-1
/ nxdx.
1 -’E

Berakna gransvérdet (3p)

sinx — xrcosx
im .
z=0e  +In(l+z)—1

. Bestdm eventuella lokala extrempunkter och terasspunkter till
222 — 3z
flx) = Tr_9
samt eventuella asymptoter till kurvan y = f(z). Rita ocksa kurvan i grova drag. (5p)
. Los begynnelsevirdesproblemet (5p)

(a)
(b)

y' =2y +y =23z +1)e”,
y(0) =y'(0) = 1.

Utga fran derivatans definition och hérled derivatan av sinx. (1p)
Bestdm den 16sning y(z) till differentialekvationen

y —zy’sinz =0
for vilken y(0) = 1. (4p)

For vilka viarden pa talet o dr den generaliserade integralen

konvergent? (1p)

oo e:z;
—d
/0 e2r +1 *

ar konvergent utan att berikna den. (2p)

Visa att den generaliserade integralen

Berékna den generaliserade integralen i (b). (2p)

Visa att differentialekvationen y'(z) + g(z)y(x) = h(z) har den allménna lésningen

ylx) = R /h(w)ea(m)dm

dér G(z) &r en primitiv funktion till g(x). (1p)
Flugingenjoren Kajsa studerar sin flugodling. Flugornas forckningshastighet vid tiden ¢ &ar
proportionell mot antalet flugor y(¢) vid denna tidpunkt. Proportionalitetskonstanten &r dock
inte konstant utan arstidsberoende och kan beskrivas av en periodisk funktion av typen
a(t) = Asin(kt) med perioden 12 ménader. Antalsenheten #r tusental och tidsenheten &r
méanader. Kajsa startar med 1000 flugor och efter 2 manader &ar antalet flugor 3000. Vilket &r
det storsta antalet flugor Kajsa kan ha i sin flugodling? (4p)

Lycka till!
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1. (a) Substitutionen t =lnz <z =c' gerdr =e'dt. r=1t=0,x=e< t =1 och vi far

©1-1 L1t ! 21t 1
/ nxdx:/ - etdt:/(l—t)dt:{t—} =_.
1 T 0o € 0 2], 2

(b) Vi boérjar med Maclaurinutveckling av ndmnaren. Utnyttjar vi entydigheten hos Maclaurinut-
vecklingen (—z — 0 da x — 0) far vi:

(—2)?  (-2)® x?  2? 3
+ +0@a) +r - %5+ % +0@EY) - 1="+0(@".

o i ln(l4a)—1=1—
e +In(l+2) Ty 30 2 73 6

Eftersom den forsta icke-forsvinnande termen i ndmnaren dr av ordning 3 s& utvecklar vi
téljaren t.o.m. ordning 3:

3

. z® 5 a? 4 z 5
SIHQC*LL‘COS:ITZI‘*?*FO(ZE )—=x 1*54’0(1’) :§+O(I ).

Vi far till slut

—2daz— 0.

sinx —xcosw %3—1-0@‘)) B %+O(:c2)
e 4+In(l+z)—1 % + O(z%) L1 o)

2. Vi bestdammer {orst eventuella stationira punkter till f(x):

by Mz =3)(x—2)— (22 —3x)-1  2(x—1)(z—3)
= J@) = (@—2)? BCEPE

_2962—333
Tox—2
< o =1 eller x = 3.

f(z)

Sedan undersoker vi derivatans tecken och férutom de stationéra punkterna tar vi &ven med punkten
z =2 dér f och f’ inte ar definierade:

z ‘ 1 2
fl(x) | + 0 - x = +
f@) | 24 M N« N fB3) A

Till sist bestdmmer vi eventuella asymptoter till kurvan y = f(x). Eftersom f(z) &r en rationell
funktion dér ndmnaren ar noll medan téljaren &r skild fran noll for © = 2 har f(z) den lodréta
asymptoten ¢ = 2. P.g.a. att f(z) &r rationell ger en enkel polynomdivision direkt eventuell sned
asymptot:
222 — 3x 2
= = 2 1 E——
1(@) T —2 i—l——’ + T —2
Sned asymptot

Sammanfattning: Funktionen f(z) har en lokal maximipunkt i = 1 med vérdet f(1) = 1 samt samt
en lokal minimipunkt i 2 = 3 med vérdet f(3) = 9. Kurvan y = f(x) har den lodrita asymptoten
r = 2 samt den sneda asymptoten y = 2x + 1 da x — +o0.

3. Den allménna l6sningen ges av y = yn + ¥y, dér yp, &r den allménna l6sningen till motsvarande
homogena ekvation

Ly)=y" -2y +y=0
och y, en partikulérlosning till

L(y) = 2(3x + 1)e”. (1)
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Figur 1: Kurvan f(z) = 17721:
T —

Lésning till homogena ekvationen: Den karaktéristiska ekvationen 72 — 2r + 1 = (r — 1)? = 0 har
rotterna . = ro = 1 och den allménna 16sningen till £(y) = 0 &r dérfor

yn = (Crz + Co)e”.

Partikuldrlésning: Eftersom hogerledet ar ett polynom multiplicerat med en exponentialfunktion
infor vi hjalpfunktionen z och gor ansatsen:

yp = 2" =y, = (2 + 2)e” =y = (2" + 22" + z)e”.
Inséttning i (1) ger nu
v =2y +y=("4+2 422" +2)+2)e" =" =2Bx+1)e" & " =2Bx+1) =6z +2

Integrering 2 ggr ger direkt att 2 = 23 + 22 &r en 16sning och vi far y, = (23 + 2%)e®. Den allméinna
16sningen till (1) &r dérfor

y=yn+yp = (Cix+Cs + 23 + 2?)e”.
Fran begynnelsvillkoren far vi

y(O) = 02 = 1,
Y (z) = (C1 + 322 + 22)e” + (Cra + Cy + 2° + 2%)e”
éy’(O):CquCQ:C’1+1:1¢>01:0.

Den sokta 16sningen &r alltséa
y(x) = (2° + 22 + 1)e”.
a) Derivatan av en deriverbar funktion f(x) i en godtycklig punkt = ges av
godtycklig g

) — i TN @)

h—0 h

Med f(x) = sinz far vi differenskvoten

fx+h)— f(x) sin(zx+h)—sin(z) sinzcosh+sinhcosx —sinz .| cosh—1
- — - — - =sinx——— +cosx
—7?
Vi behover nu beriikna det forsta griansvirdet:
cosh—1 (cosh—1)(cosh+1) cos?h —1 sin? h i sinh 1
= = - = —snh—0—BF—m————
h h(cosh +1) h(cosh+1) h(cosh+1) h cosh+1

1
—0:-1-——=0dah—0
1+1

dvs Dsinz = cosz.

sinh

—1



(b) Vi ser direkt att y(z) = 0 &r en 16sning men det &r inte den vi soker eftersom y(0) = 1. Efter
division med 2 # 0 och omskrivning ser vi att detta ér en separabel differentialekvation:

1 1 1
Y —2zy’sinz =0 & — v zxsinx(:)/—Qdy =—=
Y Yy Y

:/xsinxdm:fxcostr/l-cosxd:c:fxcosx+sinx+0.

Den allménna l6sningen ges alltsa av

1
zcosz —sine — C

y(z) =

dar C ar en godtycklig konstant. Vi far nu

1 1
— =1C=-1

y(0) = 0cos0 —sin0—C  —C

och den sokta 16sningen &r
1

rcosx —sinz +1°

y(e) =
(a) Vi berdknar den generaliserade integralen for olika virden pa a:

a=1: [lnx]?zlanlnlﬁoodéR%oo

1

R
1
—dx = R —a — da R— > 1.
/1 s a#£1: [_aiﬁ_(a_l)} :Pltia _1ia_> a—1 ? 0o om «
1 00 dda R—ocooma<l1.

Resultatet visar att

oo

€ ..

/ s ar konvergent omm « > 1.
1 x

(b) Eftersom %2 — 00 da x — oo dr 2% < e® for tillriickligt stora x > 1. For dessa = har vi:

e’ 1 1 1
= < .
T e 4] eT4e T T et g2

floo m%da: ar konvergent omm « > 1 dvs. den &r konvergent om « = 2 vilket medfor att &ven

oo em
/ P ar konvergent.
0 (&

Anm: Den generaliserade integralen kan delas upp enligt [, ... = fol .4 [;7 ... Eftersom den
forsta integralen inte &r generaliserad bestdms konvergensen av den andra och for att visa att
den ar konvergent utnyttjar vi jamforelsen med f1 sadz.

(¢) Med substitutionen t = e” < & =Int, dv = 1dt, t =0t =1, z — 00 & t — oo far vi

e ot o R
——dr = —dt = dt = [arctant];"
/0 2o 41" /1 241t /1 241 [arctan ],

— arctan Ry — arctan 1 %g—%: % da Ry — oo

o et T
¢ _gz="
/0 10T

dvs.

(a) Om G'(x) = g(x) har vi
Y +g(x)y = hz) © 3@ 4 4@ g(x) = D(ye® ™) = h(2)e®) o ye@) = /h(m)eG(”’)dm

& y(z) = e @ /h(m)eG(x)dm.



(b) Enligt uppgiften har vi

y'(t) = aft)y(t) = Asin(kt)y(t)

vilket &r en linjar och homggen differentialekvation av forsta ordningen!. Multiplikation med
den integrerande faktorn e® ¥ ger:

D(ye% cosk:t) — 0 ye% coskt _ C.
Den allménna 16sningen ges alltsa av
y(t) — Ce—% cos kt

dér C &r en godtycklig konstant.
Enligt uppgiften startar Kajsa med 1000 flugor dvs

A
k

y(0) = Ce #0 = Ce % =1 C =¢k

Eftersom «(t) har perioden 12 &r k = /6 och vi far

)

y(t) — e%(lfcos s

Efter 2 manader &r antalet flugor 3000 dvs.

y(2) = e (meos§) — F0-3) — % — 35 A= WI;B.
Antalet flugor vid tiden t ges alltsa av
y(t) _ 62 In(3)(1—cos Bt) _ 32(17cos%
som antar sitt storsta viarde da cos %t = —1 vilket sker t.ex. da t = 6. Eftersom

y(6) =3* =81

kan Kajsa maximalt ha 81000 flugor i sin flugodling.

1Den #r #ven separabel.



