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Inga hjdlpmedel. Fyll i omslaget fullstindigt och skriv anonymiseringskod pa varje papper. Skriv ldsligt
och hégst en uppgift per sida. For att erhalla full poing pa ett problem krdvs en kortfattad men fullstindig
motivering samt ett tydligt och exakt angivet svar pd enklaste form. Betygsgrinserna dr 15 p for 3 och
godkéind, 20 p for 4 och 25 p for 5.

1. (a) Berdkna integralen (2p)

2
2
/7@.
o lz—=1l+=z

(b) Berikna gransvirdet (3p)

. e+ (1 —x)cos(z) —2
lim - .
z—0  sin(x) — arctan(x)

[\

. Los begynnelsevardesproblemet (5p)

y' —y=dre?,
y(0) =1, ¥/ (0) = 0.

3. Bestam eventuella lokala extrempunkter och terasspunkter till

3

x
@) =3"
samt eventuella asymptoter till kurvan y = f(z). Rita ocks& kurvan i grova drag. (5p)
4. (a) Utga fran derivatans definition och hérled derivatan av Inx. (1p)

(b) Bestam den l6sning y(x) till differentialekvationen

’ Y
= T N > 07
4 z(1+4 ) *
for vilken lim y(z) = 1. (4p)
r—00
5. (a) Visa att den generaliserade integralen
1/4 -z
—=dz
0o VT
ar konvergent. (1p)
(b) Anvind Maclaurinpolynomet av grad 2 till e~* for att berikna ett approximativt
varde pd den generaliserade integralen i (a). (2p)
(c¢) Visa att approximationen i (b) har tre korrekta decimaler d.v.s. att felet &r mindre
dn 0.5-1073. (2p)
6. (a) Formulera Medelvirdessatsen och forklara innebdrden av den med hjilp av en figur. (Ip)

(b) Skogsidgaren Pelle behover en styv briada och fragar trdingenjoren Sara hur han ska siga en
stock med en viss diameter for att fa den styvaste briadan. Sara forklarar da att styvheten pé en
brada med rektangulart tvéirsnitt &r proportionell mot tvarsnittets bredd samt mot tvirsnittets
langd i kubik. Hur ska Pelle sdga stocken for att utnyttja den maximalt och samtidigt fa en sa
styv brada som mojligt? Ange svaret som kvoten mellan tvérsnittets langd och bredd. (4p)

Lycka till!
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r—1,x>1
l—z,2<1

2 1 2 1 2
2 2 2 2
/ 7@:/ 7dx+/ 7@:/ 2dac+/ dx
0o lx—=1l4+=x o l—z+=x 1 r—1+4+2x o 1 2z —1

= [2z], + [n2z — 1] =2~ 0+ I3 —Inl=2+1n3,

far vi

1. (a) Eftersom |z — 1] = {

(b) Vi borjar med Maclaurinutveckling av ndmnaren:

3 3

. x3 s x 5 x 5
81nx—arctanx=x—§+(’)(ac ) — x—?—&—(’)(x) ZE-"-O(J? ).

Eftersom den forsta icke-forsvinnande termen i ndmnaren dr av ordning 3 sa utvecklar vi
téljaren t.o.m. ordning 3:

fL'2 1'3 l'2
ez+(1—x)cos(x)—2:1+1:+2'+3'+(’)(x4)+(1—x)(l—2'+(’)(z4)> -2
2 3
:%Jr(?(:c‘l).

Vi far till slut
e+ (1—x)cos(x) —2 2+ 0(@Y) 24+ 0()

sinx — arctan x %3 +0(x%) L4022

—4daz—0.

2. Den allménna losningen ges av y = yp + ¥, dér yp dr den allménna l6sningen till motsvarande
homogena ekvation

Ly)=y"—y=0
och y, en partikuldrlosning till

L(y) = 4xe™". (1)

Lésning till homogena ekvationen: Den karaktiiristiska ekvationen r2 —1 = (r + 1)(r — 1) = 0 har
rotterna . = 1, 7o = —1 och den allménna l16sningen till £(y) = 0 &r déarfor

yp = Cre® + Coe™".

Partikuldriosning: Eftersom hogerledet ar ett polynom multiplicerat med en exponentialfunktion
infoér vi hjdlpfunktionen z och gér ansatsen:

yp =26 "=y, = (2 —2)e” " Sy = (2" =2 +2)e” "
Inséttning i (1) ger nu
Y —y=("—2+2—-2)e " =(2" -2 )e T =dze " & 2" -2 =4 (2)
Ansatsen z, = (ax + b)x = az® + bz = 2, = 2ax + b = z)] = 2a insatt i (2) ger nu
2" =22 =2a—-22azx +b) = —4ar +2a—2b=4r = a=-1,b=—1
och vi far y, = —(2? + )e~®. Den allménna lsningen till (1) &r dérfor
Y =yn+yp,=Cre" +Cre® — (2% + 2)e ™.
Fran begynnelsvillkoren far vi
y(0)=C1+Cy=1C1=1—Cy,
Y (r) = Cre” — Coe™ — (2o + 1)e ™ — (2% + x)e " (—1)
S (0)=C1 —Co—1=1-Cy—Cy—1=-20,=0&Cy=0,C, =1

och den stkta 16sningen &r

y(x) = e® — (2% + z)e ",



3.

4.

Vi bestdmmer forst eventuella stationdra punkter till f(x):

z3 _ 32?(3—a?) —a¥(—22)  —a*+ 922  2*(z+3)(z—3)

J@) =55 = /'@ B-27 B-2P  (B-ap

& =0 eller x = £3.

Sedan undersoker vi derivatans tecken och férutom de stationéra punkterna tar vi &ven med punk-
terna = = ++/3 déir f och f’ inte #r definierade:

z | -3 -3 0 V3 3
+ + 0+ + 0
fl@) | N f(=3) 7~ = 2 0 2 o« 2 fB) N

*

Till sist bestdmmer vi eventuella asymptoter till kurvan y = f(x). Eftersom f(z) &r en rationell
funktion diir nimnaren ir noll medan tiljaren r skild fran noll for = ++/3 har f(x) de lodrita
asymptoterna x = ++/3. P.g.a. att f(z) #r rationell ger en enkel polynomdivision direkt eventuell

sned asymptot:

x3 3x

/(@) 3 —a? ~— 3 —a?
Sned asymptot

Sammanfattning: Funktionen f(z) har en lokal minimipunkt i x = —3 med vérdet f(—3) = %, en
terasspunkt i = 0 med vérdet f(0) = 0 samt samt en lokal maximipunkt i = 3 med vérdet
f(3) = —%. Kurvan y = f(z) har de lodrita asymptoterna x = ++/3 samt den sneda asymptoten

y=—xda z — too.

o
T

-15+

3

Figur 1: Kurvan f(z) = 32
—x

(a) Derivatan av en deriverbar funktion f(x) i en godtycklig punkt x ges av

1oy — i 4@ R) = f(2)
f(x)fhmf.

h—0

Med f(z) = lnz far vi differenskvoten

flx+h)— fx) In(e+h)—Inz In(ZE) In(1+2) 1

h B h - h h z
T
Standardgréansv.
1 1 h
—-+1-—=—- da ——0 dvsda h—0.
X X x

1
S.Dlnx = —.
T



(b) Vi ser direkt att y(z) = 0 dr en 16sning men det dr inte den vi soker eftersom y(z) — 1 da
x — oo. Efter division med y # 0 och omskrivning ser vi att detta &r en separabel differentia-
lekvation:

r_ Y <:>1 _ 1
Y z(l+2) v'= x(1+x)

R e = T [

=Inlz| —In|l + 2|+ C; >Oln<1+x>+C’1

5]

_ n()+0 _ o 7T

<:> = 1+x =

vl = O

x Cox

Sy=t+H—" =

4 ¢ 1+2z 14z

déir konstanten Co = +e“1 #r godtycklig men # 0. Den allméinna l6sningen ges dérfor av
Cx
v@) =1

dér C ar en godtycklig konstant och C' = 0 motsvarar triviala losningen y(x) = 0. Vi far nu

Cx C C
= = — =C=1daz—
y(x) T+ 2 % 1 071 &1 — o0
och den sokta losningen ar
x

Anm: Ekvationen ar ocksa linjér:

/ -
4 x(lJr:z:)y_

Det betyder att vi kan anvéinda standarmetoden och multiplicera ekvationen med den integre-
rande faktorn:

eG(x) = ef_mdx = ef(lim_%)dw = eln|1+x|—ln|x| = eln(liw) = 1tz
T

vilket forstas ger samma allménna 16sning som ovan:

1+z 1 1+ 1+2x Cx
y +y(—2):D<y):O©y:C©y($)= .
T T x T 1+zx

(a) Integralen dr generaliserad i = 0. Utnyttjar vi att e~® &r striangt avtagande och att = > 0

far vi
e*il?

0< <

B
Sl
%\H‘ =

och eftersom fol m%dm dr konvergent omm « < 1 (dvs. foi ﬁdm ar konvergent) kan vi dra
slutsatsen att den stkta integralen dr konvergent.

Anm: En primitiv funktion till integranden kan inte uttryckas med elementéra funktioner sa det
ar inte 1ont att forsoka visa konvergensen genom att berékna integralen med insédttningsformeln.

(b) Med f(x) = e~ ger Maclaurins formel for n = 2:

an) 2 (3) 3 2 _,—&..3
e~T — f(O) + f’(O)l‘ + / (2)I n / :g'g)l‘ 1w % n %
! !
p2(z) Ra ()

dér ¢ ar ett tal mellan 0 och z. Vi far darfor

t=yVrer=t3t>0
p2($) 1/41_‘,17_’_% \/> =

/4 g2 1/4
T~ dr = / —=dx = dx = 2tdt
/0 VT /0 VT 0 Ve

sz@t:O,x:i@t:%
1/21 t2_’_7 1/2 2t3 t5 %
:/ 722150% / (2—2t2+t4)da:: 2% — — 4+ —
0 t 0 3 5]
1 1 480 —40+3 443
-1-—+—=—=— (=0.923
12+160 480 480 ( )



(¢) Storleken av felet i approximationen i (b) ges av

1 1 1
/Zie / = 7t6dt—li2— !
0o VT TS gy f 3' 3 7), 27-3-7

1
= 1 3
128 - 21 100-20 2000 =05-107

dér vi utnyttjade samma variabelsubstitution som i (b).

i Ry(z)

(a) Medelvirdessatsen: Om f ar kontinuerlig i [a,b] och deriverbar i |a,b| sé finns det ett ¢ €]a, b|
sadant att f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).
Om forutsdttningarna i satsen ar uppfyllda siger den att det finns (minst) ett ¢ mellan a och

b saddant att riktningskoefficienten kp = f(b) f (@) f&r linjen L genom (a, f(a)) och (b, f(D))
ar lika med riktningskoefficienten kr = f/(c ) for tangenten 7' till kurvan y = f(z) i punkten
x = c dvs. de bada linjerna &r parallella.

y = fl(x)

\/

Figur 2: Grafisk tolkning av Medelvéirdessatsen.

(b) Kallar vi bridans styvhet for s sa giller enligt Sara sambandet s = kI3b dér k dr en propor-
tionalitetskonstant, [ tvarsnittets lingd och b dess bredd. Eftersom b = /d? — [2, dar d ar
stockens minsta diameter, beskriver funktionen

s(l) = kv/d2 — 1213, 0 <1 <d,

bradans styvhet. Eftersom s(I) &r en kontinuerlig funktion och intervallet I = [0, d] slutet och
begrinsat (kompakt) antar s(l) sitt storsta och minsta virde i I. Eftersom ocksa derivatan

—I* 4 (d? — 1) 312 2 _ 42
s'(l) = P4 Vd?— 12312>— ( aal ) ):kﬁ?’d

(2\/@ JE B JE B

existerar for alla | €]0,d[ antar s() sitt storsta respektive minsta virde antingen i nagon av
intervallets &ndpunkter eller i en inre punkt dar derivatan &r noll:
3d
sS()=0s1=0celler3d> —4*>=0<1= \TT

(Nollstallet I = —V3d 4 Jigger utanfér funktionens definitionsméngd.) Vi har nu

2 3
S(0)=0,  S(d)=0, S(@):k d2—<*/2§d> (@) > 0.

Styvheten antar alltsa sitt storsta virde for [ = @. Forhallandet mellan tvérsnittets lingd
och bredd blir da
I V3d
5= -2 = = V3.
V3d
d? — (T)
Anm: Styvhetens storsta varde ar alltsé spax = %.



