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(a)

(b)

Berakna gransvérdet (2p)

e *+In(l4+2z)-1
=0 1z cos(x) — sin(x)

Berikna integralen (3p)

In2
1
s
o er4+1

. Bestam eventuella lokala extrempunkter och terasspunkter till
3+ 22
samt eventuella asymptoter till kurvan y = f(z). Rita ocksa kurvan i grova drag. (5p)
. Los begynnelsevirdesproblemet (5p)

(a)
(b)

y'+2y +y=6ze",
y(0) =-1,9'(0) = 1.

Utga fran derivatans definition och hérled derivatan av e*. (I1p)

Bestdm den 16sning y(z) till differentialekvationen
zy +y=¢" + 2z,

for vilken lim y(z) = 1. (4p)

xz—0

Visa att den generaliserade integralen

! sinxd
2 dr
o a3/2

ar konvergent. (I1p)

Maclaurinutveckla sin z till och med ordning 4 och utnyttja polynomet for att berékna ett
approximativt virde pa den generaliserade integralen i (a). (2p)

Visa att approximationen i (b) har tva korrekta decimaler d.v.s. att felet &r mindre
dn 0.5-1072. (2p)

Hérled formeln for derivatan av produkten av tva deriverbara funktioner f(x) och g(z). (Ip)

En smittsam men icke-d6dlig sjukdom sprids i en stad. Enligt epidemiingenjoéren Kajsas modell
ar den hastighet med vilken andelen sjuka fordndras proportionell mot andelen sjuka och an-
delen friska. En viss dag &r halva befolkningen sjuk. Om spridningshastigheten skulle fortsétta
vara sé stor som vid denna tidpunkt skulle hela befolkningen varit sjuk n dagar déarefter. Hur
stor andel av befolkningen kommer verkligen att vara sjuk efter n dagar om smittspridningen
foljer Kajsas modell och antalet invanare i staden &r konstant? (4p)

Lycka till!
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1.

(a) Vi borjar med Maclaurinutveckling av ndmnaren:

2 ot x> ad x3

1 fr— —_—— —_— — e e . — —_—— —_— — e . —_ ——— 5
xcosx —sinx = x(1 3 + o ) — (z 3l + )= 3 + O(z°).
Eftersom den forsta icke-férsvinnande termen i ndmnaren &r av ordning 3 utvecklar vi &ven
téljaren t.o.m. ordning 3. Utnyttjar vi entydigheten hos Maclaurinutvecklingen (—z — 0 da
x — 0) far vi:

—x . (*$)2 (*l’)3 (*%)4 xz (E3 x4
M) Sl =T (Cr) kT S S e e e = T ]
23
= I + 0(%4)
Vi far till slut
3
“imtn) -1 D406YH 140 !
a1 % ) _ g @, Lz
xCcosx —sinx —Z L 0@)  —E+0(?) 5

(b) Vi gor forst en variabelsubstitution och sedan partialbraksuppdelning:

In2 t=e* <z =Int
1 1
0

e2r +1 *
r=0st=1L,r=h2st=2

2 2 2 2 2
1 —
1 (241t 1 (B2+1t 1\t 14¢2

2. Vi bestdmmer forst eventuella stationédra punkter till f(x):

_ 3+a? b 2x(l—a)—(B+a?)(-1) a*—22-3  (z+1)(xz—3)
W=7y =/W= a2 O L (e
& =—1leller x =3.

Sedan undersoker vi derivatans tecken och férutom de stationéra punkterna tar vi &ven med punkten
z =1 dér f och f’ inte ar definierade:

z | 1 1

+ + 0 -
f@) |\ f(=3) 7 = 2 f(0) N

ES

Till sist bestimmer vi eventuella asymptoter till kurvan y = f(x). Eftersom f(z) &r en rationell
funktion dér ndmnaren dr noll medan taljaren &r skild fran noll for x = 1 har f(z) den lodréta
asymptoten z = 1. P.g.a. att f(z) &r rationell ger en enkel polynomdivision direkt eventuell sned
asymptot:

3+ 22 4
= = —pr — ]_
f(@) 11—z \—xv—" + 1—=x
Sned asymptot
Sammanfattning: Funktionen f(z) har en lokal minimipunkt i z = —1 med vérdet f(—1) = 2, samt
samt en lokal maximipunkt i # = 3 med vérdet f(3) = —6. Kurvan y = f(z) har den lodrita
asymptoten x = 1 samt den sneda asymptoten y = —x — 1 d& x — Fo0.
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Figur 1: Kurvan f(z) = rr
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1—2°

Den allménna l6sningen ges av y = yn + ¥yp dér yp, &r den allménna l6sningen till motsvarande
homogena ekvation

Lly)=y"+2/ +y=0
och y, en partikularlosning till
L(y) = 6ze™". (1)

Ldsning till homogena ekvationen: Den karaktiristiska ekvationen 7% + 2r +1 = (r +1)? = 0 har
rotterna r; =1 = —1 och den allménna losningen till £(y) = 0 dr dérfor

yn = (Crz + Ca)e ™.

Partikuldriosning: Eftersom hogerledet ar ett polynom multiplicerat med en exponentialfunktion
infoér vi hjdlpfunktionen z och gor ansatsen:

yp =26 "=y, = (2 —2)e " =y = (2" =22 +z)e” "
Inséttning i (1) ger nu
YV +2) +y=(2" -2+ 242G —2)+z2)e " =2"e " =6re ¥ & 2 = 6. (2)

3 3

Integrering 2 ggr ger direkt att z =z
till (1) &r dérfor

ar en l6sning och vi far y, = z°e~*. Den allménna 16sningen

y=yn+y,=(Crz+ Cyle " +a’e™".
Fran begynnelsvillkoren far vi

y(0) = Cpe® = Cy = —1,
Y (z) = Cre™® — Crwe™ ™ — Che " 4 32%e " —xde™
=9y (0)=C—Co=C1+1=1C,=0

och den sokta 16sningen &r
y(z) = (2° = 1)e 2.

(a) Derivatan av en deriverbar funktion f(z) i en godtycklig punkt x ges av

fa+h) - ()

/ T
@) = Jim h
Med f(x) = e® far vi differenskvoten
flx+h)—f(z) e*th—er e%eh e e —1 .
= — :em —)emlzezdah—)O
h h h h
—1 (s.g.v.)

dvs De® = e®.



(b)

Detta ar en linjar differentialekvation
zy +y=e" +2z

dar vi ser att vansterledet ar derivatan av yx dvs
yr+y-1=D(yx) =¢" +2z & yr = /(61+2x)dx:6z+xz+c~

Den allménna 16sningen ges nu av

e
M@=6_+ +x

xT

dar C ar en godtycklig konstant. Eftersom vi vet att lim, o y(z) = 1 far vi

e* +C e +C

+r—1ddiz—0< —1daz—-0&C=-1

=1

r—1
dér vi utnyttjade standardgransvérdet lim ¢
x—0 x
Den sokta 16sningen &r alltsa
(2) e’ —1 +
)= x.
4 T

Anm: Om vi inte direkt ser att vansterledet ar derivatan av yx kan vi utnyttja standardmetoden
och skriva om ekvationen pa normalform (dividera med )

1 ©
y+-y=e"
x
och sedan multiplicera med den integrerande faktorn e¢®) = ef w47 — elnlzl — |2 = 44 vilket
ger tillbaka D(yx) i vinsterledet (oavsett om vi anvénder z eller —z).
Integralen ar generaliserad i z = 0. For z > 0 &r > sinx och vi far:

O<sinx_sinx 1 <7 1 1
oz o T oax xl/?

= 23/2
och eftersom fol z%d;zc ar konvergent omm a < 1 (dvs. fol #dm ar konvergent) kan vi dra
slutsatsen att den sdkta integralen ar konvergent.

Anm 1: En primitiv funktion till integranden kan inte uttryckas med elementéra funktioner sé
det &r inte 16nt att forsdka visa konvergensen genom att berdkna integralen med inséttnings-
formeln.

Anm 2: For den som vill ha ett bevis for olikheten x > sinx for x > 0 kan det t.ex. fas genom
att studera funktionen f(x) = x —sinz, > 0. Vihar f/'(z) = 1—cosx > 0 = f(x) &r vixande

Med f(x) = sinz ger Maclaurins formel for n = 4:

" 2 (3) 3 (4) 4 (5) 5 3 5
v 0+ Fop s PO OO OO (O 2" oo
pa(z) Ry(x)

dér ¢ dr ett tal mellan 0 och x. Observera att 2*-termen &r noll och dérfor &r sinz utvecklad
t.o.m. ordning 4 &ven om polynomet har grad 3.

Vi far nu

1 1 1 23 t=yzer=t3,t>0
oz
/ﬁMMm/”Mwwz/ e | = de=2tdt
0 0 0

2372 23/2 23/2
r=0ct=0z=1ct=1

142 8 1 4 5 1
:/ 3!ztdt:/ 2— — )dt = |2t — —

1 29
=2—-—=—(=1.93).
15 15 (% 1.93)




(¢) Storleken av felet i approximationen i (b) ges av

1 cos(§)z® 1,5 1 .5 1
— cos(0) x _ x _ 1 8
/0 iz WS | ER T g | e T g )

L 1— L < 1 =0.002 < 0.005 =0.5-10"2
S 60[9], 540 " 500 R

L Ry(x)
73/2

dx’ =
0

dér vi utnyttjade samma variabelsubstitution som i (b).

(a) Om f(z) och g(z) dr tva deriverbara funktioner sa soker vi derivatan av f(x)g(z) och vi far
differenskvoten

flx+h)g(x+h) = f@)g(z)  flz+h)glx+h)—f(z)g(z+h)+[(x)glx+h)— f(x)g(z)

h h
wg(x Fh)+ ﬂm)w

— f'(2)g(x) + f(x)g'(v) da h — 0

dvs D(fg) = f'9+ fdg’.
(b) Om y(t) ar andelen sjuka vid tiden ¢ har vi enligt uppgiften
y' =ky(l-y). (3)

Séatter vit = 0 vid den tidpunkt halva befolkningen var sjuka far vi direkt spridningshastigheten

Y/ (0) = ky(0)(1 — y(0)) = b <1 - ;) )

Om sjukdomen fortséttningsvis spritts med samma hastighet skulle andra halvan av befolk-
ningen ocksé varit sjuk efter n dagar dvs

1" 0

Differentialekvationen (3) &r separabel och har tvi 16sningar som #r y = 0 och y = 1 men det
ar uppenbart inte dem vi soker och vi kan darfor dividera ekvationen med y(1 — y):

it ke = [ [ (s )= [

S hnly—Injl-y|=1In ly ‘:kt—i-C
-y
= L +eFtHC = fefteC o A Det
I-y I-y
Dekt
S ylt) = Dekt +1

dir D = 4% #r en godtycklig konstant som &r skild fran 0. Eftersom

Ded D 1
€ - D=1

O: pr— =
VO = 5571 D112

ar den sokta 16sningen

en
t =
y(?) e +1
och efter n dagar &r andelen sjuka
2n 2
y(n) = ;j =% ~oss




