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Homogena linjara differentialekvationer med konstanta o
koefficienter

Los differentialekvationen y” — 2y’ + y = 0. I

@ Vi sbker den allmanna I6sningen till differentialekvationer av typen:

y" + a1y’ +ay =0, a,a godtyckliga konstanter 1)
@ Motsvarande 1:a ordningens ekvation y’ + ky = 0 hade den allmanna
I6sningen y(x) = Ce™*
o Vitestar darfér om y = Ce™, ar en I6sning till (1):

y = Ceé*=y =Ce"r=y"=Ce"r
=y'+ay +ay = Ce*r*+aCe™r+acCe™ =Ce™(r*+air+a)=0
y(x)=Ce*=0
& eller

r’P+ar+a =0 <+ Karakteristisk ekvation

Anm: En linjar homogen differentialekvation har alltid en trivial I6sning y(x) = -
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Homogena linjéara differentialekvationer med konstanta
koefficienter

Den homogena differentialekvationen y + a1y’ + apy = 0 har den allmdnna
I6sningen

HOGSKOLAN

THALMSTAD.

Cie"* + Cre?¥, n#n
y(x) = x
(Cix + Cr)e", n=r

dar ry och r, &r rétter till den karaktdristiska ekvationen r®> + air + ay = 0 och C;
och C, godltyckliga konstanter.

Anm: Ekvationer av hégre grad &n 2 I6ses pa motsvarande sétt. )
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Homogena linjéara differentialekvationer med konstanta
koefficienter
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Exempel 1 (forts)

o Differentialekvation:
y' =2y +y=0
o Karaktaristisk ekvation:

P-2r+1=(r-1P2=0en=r=1

Cie* + Coe2¥, rno#r

@ Allmén 16sning enligt Sats 1: -
g s Yy {(C1X+ Co)el*, n=r

y(x) = (Cix + Cz)e"
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Homogena linjéara differentialekvationer med konstanta
koefficienter

Exempel 2

L&s begynnelsevardesproblemet
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{y” +4y' —5y =0
y(0) =4, y'(0)=-2

o Karaktéristisk ekvation:
rP+4r-5=0&n=-5 =1 y(x)={
@ Allman Iésning: y(x) = Cie~>* 4 Cye*

Cy X + Cge’Zx, n#n
(Cix + Cp)e”, n=r

y(0) = Cie®+Ce®=Ci+Co=4=Cr=4—C
Y'(x) = Cie ¥(=5)+ Ce”
y'(0) = C€°(-5)+ Ce® = —5C; + C; = —5C; + 4 — C;

= —6C1+4=—2<:>C1=1,02=3

.. Den sékta Iésningen &r y(x) = e~ + 3¢&~.
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Linjara differentialoperatorer
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Exempel 3

Med hjalp av deriveringsoperatorn D kan y”’ + 2xy’ + 3y = &> skrivas som

[D? +2xD + 3]y = e* < L(y) = &
—_—

L
v

Exempel 4

Differentialoperatorn till y® — e*y”” 4+ 4y’ — In x y = arctan x ar

L=D°—eD?+4D —Inx

L kallas en linjar differentialoperator eftersom

D"(ays + by2) = aD"ys + bD"y> = L(ays + byz2) = aL(y1) + bL(yz)

L(y1) = h(x) och L(y2) = ha(x) = L(ay1 + byz) = ah(x) + bhz(x)
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Mer om linjara differentialekvationer

Om y,(x) &r en Ibsning till
L(y) = h(x) @)

(partikuldrlésning) s& ges den allmdnna Iésningen till (2) avy = yn + yp ddr yn ar
den allménna Iésningen till L(y) = 0.

| A\

Exempel 5
Lo6s differentialekvationen y’ + 2xy = 2x
L(y)

Lésning:

@ L(y) = 0 har den allménna I6sningen yn(x) = Ce*"
@ yp(x) =1 &ren Iésning till £L(y) = 2x

.. Den allménna I8sningen till L(y) = 2x ar y(x) = yn(X) + Yp(X) = Ce™ +1
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Partikularlésning till ekvationen y” + a1y’ + apy = h(x)

Vi begrénsar oss till fallen da
@ h(x) =p(x) <+ polynom

Q h(x) = p(x)e

Q h(x) = Asinkx eller h(x) = Acos kx
@ h(x) = produkt av 1-3

@ h(x) =summa av 1-4
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Partikularlésning till ekvationen y” + a1y’ + apy = h(x) o0
1. h(x) = p(x)

Bestam en I18sning till y” — 2y’ + y = 2x% — 3x + 1.
o Ansats: yp = ax’ + bx + c =y, =2ax+ b=y, =2a
@ Insattning i differentialekvationen:
y' =2y +y = 2a-2(ax+b)+ax*+bx+c
= axi’+(—4a+b)x+2a—2b+c=2x"—3x+1
& a=2,b=5c¢c=7

S Yp=2x2+5x+7

Partikularlosning till y” + a1y’ + aoy = p(x)

Ansats:
@ ap #0: yp = g(x) polynom av samma grad som p(x)
0 a=0,a #0: yp, =xq(x)
@ ap = a; = 0 : Integrera 2 ganger!
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Partikulérlésning till ekvationen y” + a1y’ + apy = h(x)
2. h(x) = p(x)e™

Exempel 7

Bestidm en 18sning till y” — 2y’ + y = (38x + 1)e?.
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o Ansats: y, = z(x)e®* <«  z(x) hjalpfunktion

:>y;/7 _ 2162x+zezx.2:(z/+22)62x
=y = (2 +2Z2)e” + (2 +22)6 -2 = (2 +4Z +4z2)e™
@ Insattning:
y' =2y +y = (Z'+4Z +4z-2(Z +22)+ 2)e* = (2" + 27 + z)¥*

= Bx+1)e¥ oz +27 +z=38x+1

dvs en ekvation med ett polynom i hdgerledet (typ 1).
Ansatsen z, = ax + b = y(x) = z(x)e** = (3x — 5)&*.

Partikularldsning till y” + aiy’ + apy = p(x)e™

Ansats: y, = z - €. Inséttning ger ekvation av typen L(y) = p(x).
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Partikularlésning till ekvationen y” + a1y’ + apy = h(x) o0

Exempel 8

Lés begynnelsevardesproblemet

{y” —2y' +y=(3x+1)e
y(0) =y'(0) =1

Lésning:
Enligt Exempel 1 och 7 &r den allménna I6sningen

y(X) = yn(X) + yp(x) = (Cix + C2)€* + (3x — 5)6™*

y(0) = (Ci-0+C)e"+(3-0-5)°=Co,-5=1C,=6
Y'(x) = Cie°+(Cix+ C)e* +36” + (38x —5)e* -2

= (Cix+Ci+ C)e" + (6x — 7)™
y(0) = (Ci-0+Ci+C)e+(6-0-7)°=Ci+Co—7

= C1+677=C1*1=1<:>C1=2,Cg=6

. Den sékta Idsningen &r y(x) = (2x + 6)e* + (3x — 5)e**.
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Partikularlésning till ekvationen y” + a1y’ + apy = h(x)
3. h(x) = Asin kx eller h(x) = Acos kx

Exempel 9

Bestam en partikularlosning till £L(y) =y — 2y’ + y = 25sin 2x.

HOGSKOLAN
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Lésning: ' .
€% = cos2x + isin2x = sin2x = Im (%)
@ Vikan l6sa hjalpekvationen £(y) = 25¢>* enligt (2)

o Den sokta lésningen ges av imaginardelen av I6sningen till hjélpekvationen.

Ansats:y = ze®* = y = (2iz+2Z)e¥ =y = (2 + 4iz — 42)e®™

Inséttning i diffekv = y = (=3 + 4i)e®”
.. Enlésning till £(y) = 25sin2x &r

Yo = Im ((=3 + 4i)€®™) = Im ((—3 + 4i)(cos 2x + isin 2x)) = 4 cos 2x — 3sin 2x
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Partikulérlésning till ekvationen y” + a1y’ + apy = h(x)
3. h(x) = Asin kx eller h(x) = Acos kx
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Partikularlosning till y” + a1y’ + agy = Asin kx eller A cos kx

@ Bestam en partikularlésning y till hjélpekvationen
Ly)=y" +ay +ay = Ae™
enligt (1).
@ En partikularldsning y, till £(y) = h(x) ges sedan av

o Rey(x)om h(x) = Acos kx
o Imy(x) om h(x) = Asin kx
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Partikularlésning till ekvationen y” + a1y’ + apy = h(x)
4. Produkt av 1-3

Exempel 10

Bestam en partikularldsning till y” — y = 50xe® cos x.
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Lésning:
Lés hjalpekvationen y” — y = 50xe2+)x,
=y = ((2411i)+(5—10i)x)e®
=)y = Re(y)=(2+5x)cosx+ (—11+ 10x)sinx
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Partikularlésning till ekvationen y” + a1y’ + apy = h(x)
5. Summa av 1-4

Exempel 11

Bestam en partikularldsning till y”” — 2y’ + y = (3x + 1)e® + 25sin 2x.

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Lésning:

L(y1) =hi, L2) = he = L1 +y2) = + ho I

Ex70ch9 =y =yp + Vm = (3x — 5)€® + 4cos2x — 3sin2x

Exempel 12 (Tentamen 120112)

L&s begynnelsevardesproblemet

{y“ — 3y’ +2y = 2xe*,
y(0) =1, y'(0) = 0.
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Partikularlésning till ekvationen y” + a1y’ + apy = h(x)

Exempel 12 i Mathematica:
@ Allman I6sning:
DSolvel[y” [x] -3y’ [x]+2y[x]==2x*Exp[x],y[x], x]
@ SOkt I6sning:
DSolve[{y” [x]-3y’ [x]+2y[x]==2x+*Exp[x],y[0]==1,y’ [0]==0},y[x], x]
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