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Areaberakningar

Exempel 1

Berakna arean av det omrade som begrénsas av kurvan y = % och linjen
y=3-—x.
Lésning:

Skarningspunkterna: % =3-xexX-3+2=00x=1,x=2
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Berékna arean av en ellips med halvaxlarna a och b. I
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Baglangd
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Vi sbker langden av en funktionskurva y = f(x), a< x < b.
~ J(ax2+ by =11+ (&Y “Ax
Ax
Ay 2
b
— 1+ (f(x))2dx da Ax—0
| Vi)

Q

L= /:,/1 +(f’(x))2de

Bestam langden av kurvan y = f(x) = %x\/)?, 0<x<1.
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Rotationsvolymer

Rotation kring x-axeln: v

flz)

Vg = w(f(x)°Ax = Vad Vo= n(f(x)?ax /|

b
- w/(f(x))zdx dd Ax—0
a
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y=flz)

V= w/ab(f(x))zdx J

Rotation kring y-axeln:

Vg = 7Dy =Va> V=) nx’Ay I

y=f()

f(b) TP
— 7r/ x?dy daAy—0 A%
f( N

a) Vil S fla)l

f(b)
V= 7r/ xPdy
f(a)
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Rotationsvolymer
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Exempel 4

Bestam volymen av en rotationsellipsoid.

Bestam volymen av den kropp som uppkommer da kurvan y = e, 0 < x < 1
roterar kring y-axeln.
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Rotationsytor

Vi sdker arean av den kropp som uppkommer da kur- y Y= 1)
van y = f(x) > 0, a < x < b, roterar kring x-axeln:
AN (&
Aon  ~ 2rf(X)AL = 2rf(x)/1 + (—y) Ax / e
Ax : o
a | x| b x
Ay 2 N ’,”‘ ST\'mp«\(l/kﬁuy;
=A & Y Aa=y 2rf(x)/1+ (ﬂ> Ax |
, -
S oon / f()/1 + (F(x))2dx da Ax — 0 L
a 2m f(x)
Rotation kring x-axeln (f(x) > 0):
b
A= 271'/ £ /1 + (F/(x))2ax
a
Anm: y = f(x) roterar kring y-axeln < y = f~'(x) roterar kring x-axeln. J
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Rotationsytor
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Exempel 6

Berédkna arean av en sfar med radie r.

Berakna volymen och arean av den kropp som uppkommer da kurvan

y=1f(x)= %, x > 1, roterar kring x-axeln.
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Numerisk integration
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Antag att vi vill berékna ett approximativt varde pa integralen / ’ f(x)dx.
Metod: :

o Delainintervallet [a, b] i ett antal delintervall

@ Approximera f(x) i varje delintervall med en funktion som ar Iatt att integrera
Nagra alternativ:

-
P e [ [ e — [

y=sin(x) y=sin(x) y=sint)
ol wl — wl

e

310 dx = 153029

() dx = 153020
: SRt dix s 153093

o [0 tx n 150507

)dx= 153029
o: [21(x) dx = 1.40050

Riemannsumma: Trapetsformeln: Simpsons formel:
f(x) ~ a (konstant) f(x)~ax+b f(x) = ax? +bx +c
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Numerisk integration
Simpsons formel
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Yy
y=az’+br+c

Antag att f(x) ~ p(x) = ax® + bx + ci [-h, h]:

(0,91) '/
b s » h f\(h,yz)
2 ax bx
/ (ax“+ bx+c)dx = {——i———kcx]
_p — 3 2 _h (=h,yo)
p(x) Y1 Yo
ah3 Yo
== 2 <T + Ch> Az
“h 0 B

Om p(x) gar genom punkterna (—h, yo), (0, y1) och (h, y») kan vi enkelt
bestdmma a och c:

p(=h) = a(=h)*+b(~h)+c =y

]
p(0) =c=xn = a= g0+ Y —20)
p(hy =al +bh+c=y
h 5 —2y)h° -
:>/ p(x)dx = 2<2h2(y2+}§ ) +y1h>=(}"“+y°32y1)h+2hy1
—h
Ax

3 (Yo +4y1 + y2)

Ax=h
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Numerisk integration
Simpsons formel
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Vi kan utnyttja resultatet fér att berdkna ett approximativt varde pa integralen

/b f(x)dx

a=x) T Ty w3 @Iy

Vi delar upp intervallet i ett jamnt antal (n) delintervall med samma langd Ax:

b—
Xo=a, Xi=a+Ax, X =a+2Ax, .. Xp=a-+ nAx, Ax:Ta
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Numerisk integration
Simpsons formel
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Vi kan nu approximera f(x) med ett andragradspolynom p(x) i varje delintervall
[xi, Xi+2] och utnyttja vart tidigare resultat:

h
A
| peodc = SE 00+ 4y: 4 3e)
—h
b A A A
= [ f00dk = G oy sy + 5 Gty by b+ S Gna Ay )
a

Sats 1 (Simpsons formel)

Om f(x) &r fyra ganger kontinuerligt deriverbar pa intervallet [a, b] sa &r

/b f(x)dx = bs‘na (f(@) + 4f(x1) + 2f(x2) + 4F(xs) + 2f(xa) + -~
’ +  2f(Xp—2) + 4f(Xn—1) + f(b)) + Rn
dér resttermen s
Ro= 0806, a<e<o
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Numerisk integration
Simpsons formel

Exempel 8

Berékna ett approximativa varde pa integralen / sin x dx med Simpsons formel
0

for n = 4 och uppskatta felet i approximationen.

Lésning:

/W sinxdx ~ u(f(a) + 4100 + 2f(xe) + 4F(x) + F(b))
0

37
= 12(sm0—|—4sm4—}-25|n§—|—4sm 7 + sin)
= 2.00455975...
b—a T
|Rs| = (180 ,34f(4)(§)‘ ’180 7 s.n(g)’ < g0 24 = 0:0086410... < 0.01

/ sin x dx = 2.00 & 0.01 (Anm: Exakt varde pa integralen ar 2.)
0
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