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Primitiva funktioner

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 1

Bestam en funktion F(x) sadan att F'(x) = cos x.
Svar: Vi kan t ex valja F(x) = sin x.

Exempel 2

Bestam alla funktioner F(x) for vilkka F’(x) = x°.
3

Svar: F(x) = % + C dar C ar en godtycklig konstant.

Definition 1

| A\

@ F(x) ar en primitiv funktion till f(x) pa intervallet / om F’(x) = f(x) for alla
x el

@ Beteckning: /f(x)dx = mangden av alla primitiva funktioner till f(x).

Med hjélp av deriveringsreglerna far vi

/ (F(x) + g(x)) dx = / F(x) dx + / 9(x) dx / K f(x) dx = k / (x) dx
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Primitiva funktioner

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 3

Bestam / sin® x dx

, 1— cos2

Vlharc052X:c052X—sin2X:1—25in2X@sin2X:%X
. 1-— 2 in2

:>/sm2XdX:/7C2os XdX:%—smAfX—FC

Exempel 4

| A

Bestdm / 4sin® x cos x dx

/45|n Xcosxdx = sin*x+ C
—— "~
(g) g’ (x)

Allmént: / f'(9)g'(x) dx = f(g(x)) + C (Kedjeregeln baklanges)
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Primitiva funktioner

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Bestam Din |x]|.

x>0: DIn|x|:DInx:1
X / dx=In|x|+C
x<0: Din|x|=DlIn(—x) = ( 1)_7
Nagra primitiva funktioner: @ Med deriveringsreglerna kan vi derivera alla
7 o0d funktioner som &r sammansatta av
| f(x) | [feoax | elementara funktioner och de fyra
e* e+C raknesatten.
sin X - cosx;— ¢ @ Att bestamma primitiva funktioner r i
(;OSX Sin X allmanhet svart.
X Inx| +C o For de flesta funktioner finns inte en primitiv
% arctanx + C funktion som kan uttryckas med elezmentéra
+X ot funktioner. Ett exempel &r f(x) = * .
Xa, (e} # —1 ﬁ + C
V.
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Partiell integration

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 6
° /XSinxdx:? ° /xzexdx:? ° /e"sinxdx:?
() /Inxdx:? [} /arctanxdx:?

Antag att F'(x) = f(x) och g(x) &r deriverbar:

D(F-g) = F-g+F-g=fg+F-¢
< f-g=D(F-g) -
& /f~gdx:/D(F'g)dxf/F‘g’dx

Sats 1 (Partiell integration)

Om F(x) &r en primitiv funktion till f(x) och om g(x) &r deriverbar s &r

/f(x)g(x)dx = F(x)g /F(x)g (x)dx
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Partiell integration

HOGSKOLAN
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Exempel 6 (Forts.)

/XsinXdX:? /Inxdx:? Partiell integration
[f-g=F-g-[F-¢

/sinxxdx = (—cosX)X—/(—cosX)~1 dx
f 9 F g F 4

= —Xcosx+/cosxdx:—XcosX+sinX+C

/Inxdx = /1-Inxdx:xlnx—/x-1dx:x|nx—x+C
f g F g F X
gl

| \

Exempel 7

Bestim a) / x*e*dx  b) / arctanxadx  ¢) / € sinx dx
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Variabelsubstitution
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Exempel 8

. Gl 1
Bestam / 1o dx och /1 = ax.

eX x X

= =In|1 In(1

/1+exdx 1+ex & dx=In|1+€|+C=In(1+¢)+C
(g)= =%

1
L = 7
/1+exdx 7

Vad hander om vi byter variabel och satter t = ¥ < x = Int, t > 0:

1 1
= — :?
/1+exdx /1+td?x '
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Variabelsubstitution

Antag att F'(x) = f(x) och x = g(t). Kedjeregeln ger o
D(F(9(1))) F(g(t))-g'(D)
:>/f x) dx Fx)+C=F(g9(t) +C= /D(F(g(t)))dt

/Pwmwmw

Sats 2 (Variabelsubstitution)

Om x = g(t) och f(x) och g'(t) &r kontinuerliga s& ar

[feodc= [ fawyg e
dx
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Variabelsubstitution

Exempel 8 (Forts.)

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

/ 117)( dx =7 Variabelsubstitution
ne [ 1(x) dx = [ f(g(1)) g'(1) ot
Sattt=e* < x=g(t)=Int, t >0, v
dx=g'(t)dt=1dt
1 11 1 Y
j/——7w :l/——fwzf———m: — gt
1+e +t%/ (1+t)t (1+ )t
= /)1——wa—m|t|—mn+u+c
- t o1+t T~ ——
>0 >0

Int—In(1+t)+C=x—In(1+€)+C

Sammanfattning:
@ Satt x = g(t), bestam g/ (t) = & och "16s ut” dx: dx = g'(t) dt
@ Berékna [ f(x)dx = [ f(g(t)) g'(t) dt
@ Aterga till variabeln x
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Variabelsubstitution

Exempel 9

Bestam [ 2x(1 + x*) dx, x > 0.
&= D, _ _ 1 0
Sattt_x,xzoﬁx_\ﬂ,dx_z—ﬁdt.
:>/2x(1+x2)2dx: /2\/E(1+t)7dt /(1+t)2dt
U P (o
Obs! e <
f(x)
/—’H 3 2\3
/2x + x®)Pdx = /3 + %) 2x dx = () o 0£X) | ¢
3 )3 & 3 3
pRy=3r2 X

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

ox = (N ¢

Allméant: /(f(X))af,(X) o+ 1

a# —1.

10/24
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Variabelsubstitution

Exempel 10

Bestadm / tan x dx.
sin X dt

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

tanx = .Séattt =cosx = dt = —sinxdx & dx = — —
X sin X
sinx 1 1
= [tanxadx = — —dft= — | —dt= —In|cosx|+C
t sinx t
Anm:

1) /ﬂdX: —/ ! (—=sinx)dx = —In|cosx|+ C
cos X cos X

oy 7%
f(x)
in X —sinx
2) /sm dX:—/ sin dx = —In|cosx|+ C
Ccos X C?(S)X
X

Allmént: / ’;(()’(‘)) dx = In |[f(x)| + C
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Variabelsubstitution . e

Exempel 11

Bestéim/de
XInx

Lésning:
£ (x)
1 /
/ ! dx:/de:/f(x)dx=In|f(x)|+C:In|Inx|+C.
X In x Ifrg))( f(x)

Bestdmning av primitiva funktioner i Mathematica:

@ Integrate[Cos[x], x]

OBS! Mathematica ger svaret sin x dvs en funktion vars derivata ar cos x.

o

Exempel 12

Bestam a) / ﬁdx b) [cosvItxax o l?(—zxdx
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Integration av rationella funktioner

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

2x* +5x% +4x2 + x + 1

:?
X3 +2x2 + x A=

@ Vi sbker en metod for att bestdmma en primitiv funktion till en godtycklig
rationell funktion

f(x) = 9(x) g och h polynom med reella koefficienter.

h(x)’
@ Vikan anta att grad(g) < grad(h). Annars kan vi géra en polynomdivision:
a(x) ) g
= f(x) = =% = + ——= dargrad(r) < grad(h).
() = B =900+ iy dérgrad(r) < grad(h)

@ Till polynomet q(x) &r det sedan latt att bestdmma en primitiv funktion.
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Integration av rationella funktioner g

Exempel 14

3_
Bestam / X 2de.
X+ 1
Lésning:
grad(x® — 2x) = 3 > grad(x + 1) = 1: Gor polynomdivision!
X2 —x—1
x+1) x3 —2x
_X3_X2
2 _ox = X —2x=(F—x—1)(x+1)+1
B o X g,
—x x+1 X+ 1
ik}
]
:>/Xs_2de = /xz—x—1—|—L dx
X+ 1 N X+ 1
XS
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Integration av rationella funktioner

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 15

. 1
Bestadm / mdx.

Lésning:
grad(x? — 2x) = 2 > grad(1) = 1: Polynomdivision behévs inte!
1 . 1 1 2 _12+x-—x
x2—2x  x(x—2) 2x(x—2) 2 x(x-2)

- %(X(XX—Z)_X();_—ZZ)): %(xlz_%>

Partialbraksuppdelning av —-!

x2 —2x

1 1 1 1 1 1

Ovanstaende metod fér ar jobbig och fungerar endast fér enkla funktioner.
.. Vi behdver en generell metod for partialbraksuppdelning (PBU)!
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Integration av rationella funktioner

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Algebrans fundamentalsats och Faktorsatsen: Varje reellt polynom kan
skrivas som en produkt av reella polynom av grad < 2.

Exempel 16

h(x) = 2x" —2x® —20x" 4+ 24x% — 16x° + 60x* — 76x® + 70x* — 78x + 36
= 2(x—1)%(x —2)(xX* +2x +3)*(x* + 1)

Saknar reella nollstallen

Man kan visa att om h(x) ar ett godtyckligt reellt polynom med grad(h) > grad(g)
sa kan man alltid gora en partialbraksuppdelning av f(x) enligt:

o — 9 _ a()
h(x) an(x —n)™(Xx—r)m. (X2 — bix + C1)™ (X2 — boX + C2)"2 - - -
- A Ay e BB
T (x—n)  (x—n)? (x—r)m " (x—r) (x—nr)?

Cix + Dy Cox + D»

+ (X2 —bix+c1)  (X2—bix+cy)?

dér de reella talen Ay, Az, ..., Am,, By, Bs, ..., C1, Cs, ... &r entydigt bestdmda.
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Integration av rationella funktioner

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 17

Med h(x) i exemplet ovan far vi

f(x) = g(x)
2x10 — 2x9 — 20x7 + 24x% — 16x5 + 60x* — 76x3 + 70x2 — 78x + 36
9(x)
2(x —1)3(x — 2) (xX® + 2x + 3)*(x* + 1)
Saknar reella nollstallen
A Az As By Cix + Dy
- T =1 T ix—1p Tx—2 " x+2x+3
Cox + D- E>x + Fo
(X2 +2x + 3)? X2+ 1

Hur bestammer vi konstanterna A, Az, As, By, Cy, ...7
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Integration av rationella funktioner

Exempel 18

N X2 — x
Partialbraksuppdela ——————.
(x+1)(x"+1)
Ansats: #0
2x% — x A +Bx+C_A(x2+1)+(Bx+C)(x+1)
(x+1D)E+1) — x+1 7 x24+1 (x+1)(x2+1)

(A+B)x* +(C+B)x+A+C
(x+1)(x2+1)

A+C =0 C =-A
& C+B =-1 < —-A+B =-1
A+B =2 A+ B =2
Cc =-A A =3
& -A+B =-1 &< B =]
2B = 1 c =-%

2¢-x _1( 3  x-3
(x+1)(x2+1) 2\ x+1  x24+1)

HOGSKOLAN
THALMSTAD.
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Integration av rationella funktioner e

Exempel 19

- X+ 1
Bestam/mdx.
Pol.div. behévs ej! Faktorisering av ndmnaren: x2 — 3x +2 = (x — 1)(x — 2)
PBU:
X+ 1 _ X+ 1 A o B  Ax—-2)+B(x-1)
x2-3x+2 = (x-1)(x-2) x-1 x-2  (x—-1)(x-2)
_ (A+B)x—2A-B
N (x—1)(x-2)
- A+B =1 N A+B =1 - A=-2
—2A-B =1 —A =2 B=3
- x+1 2 " 3
x2—-3x+2  x—-1 x-=2
) X+1 _ - 3
"/x2—3X+2dX B /< x—1+x—2)dx
= —2In|x—1/+3In|x -2+ C.
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Integration av rationella funktioner
ax+b

(X +ox+d)"

N e’

Saknar reella nollst.

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

PBU kan ge termer av typen . Hur integrerar vi dessa?

Exempel 20 (a)

Bestém/# X
X +2x+2
N————

Saknar reella nollst.

Lésning:
Kvadratkomplettering av ndmnaren x* 4+ 2x +2 = (x + 1)> + 1:
:>/ x—1 dx — / x—1 dx — t=x+1&x=1t-1
X2 4+2x+2 N (x+1)24+17" dx = dt

t—2 1 2t 1
= /ﬁ‘”‘é/ﬁdt_zfﬁdt

%In|t2—|—1|—2arctant—|—C

= %In|x2+2x+2| —2arctan(x +1)+ C
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Integration av rationella funktioner

HOGSKOLAN
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| det allménna fallet far vi efter PBU, kvadratkomplettering och
variabelsubstitution tva varianter:

X 1
— h — =1,2,3...
/(x2+1)”dx oc /(x2+1)"dx’ n=1,2,3

Den forsta ar enkel:

%In|x2+1‘+C, n=1

/7)( ax = 1
X2 1+ 1)" +C, n>2
( ) 2(n—1)(x2+1)""
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Integration av rationella funktioner
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For den andra kan vi ta fram en rekursionsformel:

o / N — x . 1 x| n)2xd
no= (X2+1)n - (X2+1)n (X2+1)n+1
X241 -1

= gy 2 G

1 1 1
= x.i(xz+1)n+2n /7()(24_1)ndx—/7()(24_1)”Jr1 dx

In In1
Vi far:
1
A X2+1dx—arctanX+C
X
e /(X2+1 g n((2n—1)ln+7(xz_’_1)n>,n21
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Exempel 20 (b)

. 1
Bestam/mdx.
1 1 X
/7(X2+1)2dx = Ig—/1+1—ﬂ<(2~1—1)l1+7(xz+1)1>
S rctanx + —~— | + C
= 3 arcta e .
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Integration av rationella funktioner
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Sammanfattning:

Integrera rationella funktioner f(x) = % enligt féljande schema:

@ Gor polynomdivision om grad(g) > grad (h).

©Q Faktorisera h(x) sa langt som mgjligt i reella polynom av grad < 2.
Q@ Gor partialbraksuppdelning.

© Kvadratkomplettera vid behov de namnare som ar av 2:a graden.
@ Integrera varje partialbrak.

Partialbraksuppdelning i Mathematica:
Q@ Apart[(2x"2-x)/ ((x+1) (x"2+1))1]

v

Exempel 21

) 2x* +5x° +4x% + x + 1 1
Bestam a) e / T
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