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Maclaurins formel

HOGSKOLAN

THALMSTAD.

Antag att vi sdker ett approximativt vérde pa en funktion f(x) i en punkt x som
ligger néra 0.

@ Grov approx: f(x) =~ f(0) = po(x) < O:te-grads polynom
@ Battre approx: f(x) =~ tangenten till y = f(x) i x = 0.
Tangentens ekvation: y = kx + m = f'(0)x + f(0)

- f(x) = pi(x) = f(0) + f(0)x <« 1:a-grads polynom
o Annu battre approx: "B6j” tangenten dvs lagg till x2-term:

f(x) ~ p2(x) = f(0) + f'(0)x + ax®* <« 2:a-grads polynom

y = f(x)

Y = Po(X)
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Maclaurins formel b

Hur ska vi vlja talet a ? Krév att ps(x) = £(0) 4 f/(0)x + ax® ska ha samma 1:a-
och 2:a-derivata som f(x) i x = 0:

Ph(x) = (0)+2ax = ps(0) = F(0) OKI
Px) = 2a=pi(0)=2a=1"(0)a=" Néo)
= f(x) = pa(x)+ Re(x) = f(0) + f'(0)x + fHéO)XZ + Ra(x)

approx restterm

R>(x) = resttermen = felet i approximationen f(x) ~ pz2(x)
For hdégre noggrannhet kan vi approximera f(x) med ps(x), ps(x), ....

Exempel 1

Undersdk hur stort felet blir om e* approximeras med p;(x) och p»(x) om
x = 0.01 respektive x = 0.4.

f(X) = eX = f/(X) = f“(x) — eX
pi(x) = f(0)+ f'(0)x =1+x
pa(x) = f(0) + F'(0)x + %Xz P, -
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Maclaurins formel

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 2

2
Felet i approximationerna e ~ pi(x) =1 +xoch & ~ po(x) =1+ x + %:
Ri(0.01) = €°°" —p;(0.01) =€*°" — (1 +0.01)
= 5.0167...-107° < 0.01% fel
Ri(0.4) = &"*—pi(0.4)=¢"*—(1+0.4)
= 9.1824...- 1072 ~ 6% fel
0.01 0.01 0.012
Re(0.01) = &% —pp(0.01) =" — (14001 + =)
= 1.6708...-1077 < 0.0001% fel
0.4 0.4 0.42
R2(04) = e = p2(04) =e = (1 +0.4+ T
= 1.1824...-1072 ~ 0.8% fel )
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Maclaurins formel

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Vad blir Ry(x) dvs felet i approximationen f(x) ~ pi(x) = f(0) + f(0)x ?

Eftersom [ f'(t)dt = [f(t)]s = f(x) — f(0) ger partiell integration:

f(x) f(0) + /0X1 -f(t)dt = £(0) + [f(1)t], — / ' (t)tdt

0

£(0) + F (x)x — /0 £ (t)tdt = £(0) + <f’(0)+/ox f”(t)dt)x— /0 £ (t)talt

£(0) + F/(0)x + / £(1)(x — t)dt = pr(x) + Ri(x)

X
0

Med integralkalkylens generaliserade medelvardessats far vi nu

X _ f”(f)Xz
0 2

X x e
A :/O F(6)(x = fat = f”(é)/O (x — t)dt = f"(&){— by ]

dér ¢ beror pa x och ligger mellan 0 och x.
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Maclaurins forme

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Partiell integration av [, f”(t)(x — t)dt i berakningen av Ry(x) ger pss

CP(x— Hat = %n(x ﬂmnu
o /

17" 2 171 (3) 3
_ f( +f (f)/ f((2))x +f gfl)x
och vi far
¢ _ , f//(O)X2 f(S)(g)XS B
(x) = f(0) + f'(0)x + 5 + 30 = p2(x) + Rz(x)

OosV.
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Maclaurins formel

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Med induktion kan man nu visa:

Sats 1 (Maclaurins formel)
Om f har kontinuerliga derivator av ordning < n+ 1 kring x = 0 s& dr

) = Pa(x) + Ra(x)

1(0) + F(o)x + “ D 1 f“;(!O) s

(n)
4L ..+f7(o)xn
n!

+ Rn(x)

For resttermen géller

(n+1)
Rn(x) = €n+ sg)?x"“ = B(x)x™""

ddr ¢ dr ett tal mellan 0 och x och B(x) &r begrdnsad nédra x = 0.

Anm: For Maclaurinpolynomet p,(x) galler p{”(0) = f¥(0) for1 < k < n )
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Maclaurins formel b

Exempel 3

Vi kan bestdmma ett ndrmevarde till talet e. Utveckling t o m ordning 5:

Z (3) (5) 5 (6) 6
f(O)x L0090 1Oex

e = f(0)+ F(0)x + 3 - 50 6l
2 X3 X4 X5 eg 6
= 1+x 30 S 5 (¢ tal mellan 0 och x)
; 1 1 1 e 163  ¢°
= e e 1+1+2+3!+ +5!+6! 60 720" 0<e<t
Vi har alltsa
163  €* e 3 1
< g < -
0 < e~ %0 =720 =720 < 720 ~ 240
163 163 1

60 =°= 60 " 240

-
& 2.71666... < e < 2.71666... +- 0.00416667... = 2.72083...

. e=272+05-1072

Anm: Narmevérdet e ~ 2.72 har 2 korrekta decimaler.
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Ordobegreppet

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Definition 1

Om B(x) &r begrénsad nara x = 0 satter vi

B(x)x" = O(x") <+ (Stort) ordo x”

Exempel 4

X2 3 X2 3
e":1+x+E+B(X)x =1 +x+?+0(x )
Anm: O(x") ar ett matt pa storleksordning dvs en egenskap inte en funktion. )

Anm: Att f(x) = O(x®) betyder att f(x) gar mot noll minst lika fort som x®.

S
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Ordobegreppet OG“

0 O(x%) £ O(x®) = Bi(x)x? £ Bo(x)x3 = (By(x) + Bo(x)x) x2 = O(x?)
B(x)

0 x°-0(x%) = x°- B(x)x* = B(x)x® = O(x®)
0 O(x%) - O(x®) = Bi(X)x* - Bo(x)x* = By (x)Ba(x) x° = O(x°)
T
0 O(x?) — O(x?) = Bi(x)x? — Bo(x)x® = (Bi(x) — B2(x)) x* = O(x?)
T

v

Rékneregler for ordo CEE——

, , Oomn>0 f(x) = O(x°) = f(x) = O(x*)
0 limy_0 O(x") = f(x) = O(x?) % f(x) = O(x%)

coomn<0

0 O(a-x")=a-O(x") =0O(x")
0 O(x")-O(x™) = x"-O(x") = O(x"™)
0 O(x")£0O(X")=0(x"),n<m
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Taylors formel

Om vi istallet approximerar f(x) néra x = a far vi:

Sats 2 (Taylors formel)
Om f har kontinuerliga derivator av ordning < n+ 1 kring x = a s& ar

fx) = f(a)+F(a)(x—a)+ @(X —a)P + fw;(!a) (=i
v D@0y R
Resttermen o
Ar() = Gyt o= @)™

dar ¢ dr ett tal mellan a och x.

HOGSKOLAN

THALMSTAD.

Anm: Maclaurins formel ar alltsa Taylors formel med a = 0.
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Maclaurinutvecklingar

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 6

Bestam Maclaurinutvecklingen av sin x
f(x) = sinx=f(0)=0
f'(x) cosx = f'(0) =1
'(x) —sinx = f’(0) =0
x) = —cosx= fA0)=—1
fAx) = sinx=f¥0)=0
7 2 (3) 3 (4)
Ssinx = f(0)+ FO)x 4+ X RO P09
2 3! 4!
X3 XS X7 R X2n+1
= X*§+§*ﬁ++(*1) 7(2”—{—1)' +R2n+1(x)
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Maclaurinutvecklingar

Anm: Man kan visa att Maclaurinutvecklingen ar entydig dvs om
f(X) = @ + a1x + ax® + ... + anx" + B(x)x™""

dér B(x) ar begransad néra x = 0 s& &r detta Maclaurinutvecklingen av f(x).

Exempel 7

Bestédm Maclaurinutvecklingen av e”.
Eftersom x2 — 0 da x — 0 ger entydigheten

2 _ 2 (2 P ) 2\n+1
e = 1+x"+ 5 + 3] qFeoeaF ol +0O((x9)™")
4 6 2n
_ 2 X X X 2n+2
= 1+4x +?+§+"'+7n!+0(x )

Anm: Om x ersatts med g(x) i Maclaurinutvecklingen av f(x) maste g(x) — 0 da
x — 0 for att resultatet ska vara Maclaurinutvecklingen av f(g(x)).
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Maclaurinutvecklingar

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

For alla x i respektive funktioners definitionsméngder géller

2 n
X —
€ = 1+F+§+ !+Hn(X)
X2 X4 X2n
cosx = 1—5—&—1—...—1—( 1)" (2n)|+R2,,()
. W3 x5 K2+
sinx = x—§+§—...+( 1)" m—i—F?2~,,+1(x)
X X nt1 X
In(1+x) = x—?—k?—...—f—( 1) +F?,,(x)
X3 X5 2n+1
arctanx = X—§—|—€—...—|—( 1)" 2n+1—|—Fn’2n+1(X)

(14+x)* = 1+<(11 x+<z>x2+...+<i>x”+ﬁn(x)

dar Rp(x) = O(x™") - 0dax — 0

Anm: ((I):) _ a(a—1)(a—li)---(o¢—k+1), a€eR J
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Maclaurinutvecklingar oo

Exempel 8

Berékna ett approximativt varde pa integralen

1
/ 1—costX
0 X

med 3 korrekta decimaler. )

Anm: Till integranden “C%” finns ingen primitiv funktion (som kan skrivas upp
som en andlig summa eller produkt av elementara funktioner).

Anm: x = y med n korrekta decimaler innebér att

x—y| <05-107"

dvs felets storlek ar hégst en halv enhet i n:te decimalen.
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Maclaurinutvecklingar oo

Exempel 8 (Forts.)

Vi utvecklar cos x t o m ordning 4:

2 4 6
cosx_1—%+%—cosg)x, & mellan 0 och x
2 4 cos 6
:>/11—cosxdx _ /11—(1—%+§—!— gv)dx
0 X 0 X

Yx cos(&)x®
- A(E_QJF 720 )dx
_ Tix X3 ! cos(£)x°
= /o <§ 24)‘”“’/0 720 &
———

€

Trxo X° 23
= /O(E—ﬂ>dx+5 %4‘6

= 0.23958333... +¢
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Maclaurinutvecklingar

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 8 (Forts.)

= e =

! cos(€)x® Yx®? X8 1
butatid (Va0 < Plogv= | 2 _dx=-—_
/0 720 % |oSa /0 720 % /o 720% = 2320

2.3148...-107* < 0.5-107°

1 J—
/ 1%”& —0.240 £05-1073
0
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Taylorutvecklingar i Mathematica

@ Maclaurinutveckling av sin x t o m ordning 4:
Series[Sin[x], {x,0,4}]

@ Taylorutveckling av e’ kring x = 2t o m ordning 5:
Series[Exp[x~2], {x,2,5}]
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Maclaurinutvecklingar

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 9

. . . . sinXx — X
Berakna gransvardet lim —
x—0 x(eX -1 - X)

Exempel 10

Berakna Maclaurinpolynomet av ordning 3 till e"* och e®**

Exempel 11 (Tentamen 120112)

7 B
Berakna gransvardet lim o+ In(1 +X). !
x—0 arctan(—x) + sin X

Exempel 12 (Tentamen 110113)

sin2x — 2Xx cos X
Berak P i
erakna gransvardet %50 X + arctan x — (x+2)In(1+ x) 3P

A\
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